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INTRODUCERE

Aceasta teza este un studiu aprofundat al scalelor temporale. Teoria
pe scalele temporale a fost introdusa de Stefan Hilger in teza sa de doc-
torat [24], realizata sub conducerea lui Bernd Aulbach, ca o modalitate
de a unifica analiza discreta cu cea continua.

Lucrarea de fata isi propune, in principal, sa aduca generalizari ale
unor inegalitati clasice din analiza matematica, in special din analiza
convexi. In acelasi timp, sunt generalizate unele rezultate si metode
utilizate in obtinerea de inegalitati si este adusa in prim plan proble-
matica antagonica a continuului si discretului. Sunt cercetate aspecte
legate de convexitatea pe scalele temporale i sunt studiate proprietatile
unor functii definite pe aceste tipuri de multimi.

Un element fundamental de filosofie matematica al acestei lucrari il
reprezinta legatura speciala dintre continuu si discret, dar si diferenta
esentiala dintre cele doua notiuni.

Din punct de vedere structural, lucrarea este alcatuita din 6 capi-
tole, pe care le prezentam in cele ce urmeaza, evidentiind rezultatele
importante.

1. CALCULUL PE SCALE TEMPORALE

In Capitolul 1 prezentam notiunile principale legate de calculul pe
scalele temporale. Pentru functii definite pe scale temporale, definim
derivatele i integralele standard (delta si nabla), dar gi derivata si
integrala combinata diamant-c. Rezultate fundamentale ale acestui
domeniu sunt prezentate aici, impreuna cu o serie de rezultate noi,
importante ulterior, pe parcursul lucrarii gi care merita atentia, cum ar
fi calculul derivatelor si integralelor delta si nabla pe o scala temporala
de forma {ag, a, ..., an, ...,b} cu lim, . a, = b, (vezi si [10]).

Propozitia 1. (Propozitia 1.3). Fie a,b € T ¢i f € C.q(T,R).
(iv) Daca (ay)nen este un sir crescator si convergent cu lim,, o a, =
b si la, bt = {ag,ay, ..., an, ..., b}, atunci

b n
/ ()AL= nhif; Z fla;)(aiyr — a;).
a P

Daca (an)nen este un gir descrescator gi convergent cu lim, o a, = b
si [a, bl ={b, ..., an,...,a1,a0}, atunci

b n
/ f(t)At = nh_{goz f(ai+l)(ai - Cli+1)-
a i=0

Exemple importante de scale temporale, pe care le vom folosi frecvent
in capitolele urmatoare, sunt prezentate aici. Aceste exemple contin,
desigur, multimea R a numerelor reale si multimea 7Z a numerelor
intregi, dar si multimea multiplilor intregi ai unui numar real h > 0
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si multimea puterilor intregi ale unui numar real ¢ > 1, inclusiv 0
(aceasta scala temporala duce la ceea ce se numeste g-calcul). Alte
exemple sunt reuniunile de intervale inchise disjuncte (care au aplicatii
in dinamica populatiei) sau chiar scale temporale “exotice”, cum ar
fi multimea lui Cantor. Pe fiecare din aceste multimi se exemplifica
principalii operatori folositi in calculul pe scale temporale (operatorii
de salt la dreapta o si de salt la stanga p), dar i modalitatile de calcul
utilizate in capitolele urmatoare. Teoremele care redau proprietati im-
portante pe scale temporale sunt prezentate aici. Astfel, se contureza
proprietatiile care sunt comune derivatelor gi integralelor obignuite, dar
si cele specifice noilor notiuni definite, ceea ce conduce la o familiarizare
cu acest domeniu.

Un caz aparte il reprezinta derivata si integrala diamant-«, intrucat
derivata combinata ¢, nu este o derivata dinamica (vezi Exemplul 1.8
si relatia (1.4)).

2. SCALA TEMPORALA INTRE DISCRET SI CONTINUU

In Capitolul 2 stabilim unele rezultate pornind de la premiza ca o
scala temporala este obtinuta din multimea numerelor reale, prin elimi-
narea unor intervale deschise sau este obtinuta din alte scale temporale
prin adaugarea sau extragerea de intervale sau puncte izolate. Astfel,
in cazul unor functii monotone, se pot determina unele relatii intre
integralele delta, nabla si diamant-a pe scalele temporale gi axa reala.
Functiile afine joaca un rol important in analiza reala si este de agteptat
ca acelasi lucru sa se intample si pe scalele temporale. De aceea, studiul
integralelor unei functii afine pe orice scala temporala ne poate oferi
instrumente folositoare in obtinerea unor inegalitati.

In Sectiunea 2, introducem o notiune noua, originala, si anume,
masura de granulozitate dintre doua puncte ale unei scale tem-
porale.

Definitia 1. (Definitia 2.1). Fie T o scala temporald si a,b € T,
finite. Definim masura de granulozitate dintre a st b ca fiind functia
G:TxT— R, data de

Gla.b) = ¥ %’5)2: 3 ”(?2.

a<t<bd a<t<b

In continuare, prezentam unele exemple in care aceasta intervine,
precum si unele proprietati ale acestei functii.

Propozitia 2. (Propozitia 2.1). Fie T o scala temporala, a,b € T gi
masura de granulozitate G : T x T — Ry. Atunci

(1) G(a,b) = G(a,x) + G(x,b), pentru orice x € |a, b|t,

b b2 o a2
(2) / tOat = 5 + (1 = 2a)G(a, b), pentru orice o € [0, 1],
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(3) G(a,b) =0 daca si numai dacd |a,b] = |a, .

Tot in aceasta Sectiune calculam integralele fab tAt, ff tVt si ff tOat

in raport cu fabtdt si masura de granulozitate G(a,b), (vezi [10]).

Un alt element de noutate apare in Sectiunea 3, unde definim functiile
convexe pe scale temporale, notiune care generalizeaza si include no-
tiunile de functii convexe definite pe axa reala precum gi pe aceea de
siruri convexe.

Definitia 2. (Definitia 2.2). O functie f : T — R se numeste convexa
pe It, daca

(4) fOE+ (1 =N)s) SAf(E) + (1= A)f(s),

pentru toti t,s € It si toti A € [0, 1] astfel incat A\t + (1 — N\)s € Ir.

Functia f este strict convexa pe It dacd inegalitatea [ este stricta
pentru oricare puncte distincte t,s € It i A € (0,1).

Functia f este concava (respectiv strict concava) pe Iy, dacd —f
este convexd (respectiv strict convezd).

O functie care este in acelasi timp $i convexd §i concava pe It se
numeste afina pe Ir.

Legatura dintre convexitatea unei functii si monotonia derivatelor
delta si nabla este prezentata in Teoremele 2.1 gi analogul sau nabla,
dar si legatura cu derivatele delta si nabla secundare (Corolarul 2.3).

Teorema 1. (Teorema 2.1). Fie f : It — R o functie delta diferenti-
abild pe I%. Dacd f® este crescdtoare (descrescatoare) pe 1%, atunci f
este convezxd (concava) pe I.

Un rezultat care stabileste conexiunea puternica dintre convexitatea
pe axa reala si o scala temporala este Teorema 2.4.

Teorema 2. (Teorema 2.4). O functie f : T — R este converd pe
It = I'NT daca si numai daca exista o funcfie conveza f : I — R
astfel incat f(t) = f(t), pentru toti t € Ir.

De asemenea, continuitatea unei functii convexe, pe un interval des-
chis al scalei temporale este demonstrata. O notiune specifica functiilor
continue, subdiferentiala, este extinsa si pentru functiile definite pe
scale temporale i sunt prezentate o serie de proprietati ale acesteia.

Rezultatele noi din acest Capitol sunt publicate in lucrarile [10] si
[13].

3. INEGALITATEA HERMITE-HADAMARD

Capitolul 3 este dedicat Inegalitatii Hermite-Hadamard. In prima
Sectiune, prezentam o varianta a acestei inegalitati pentru ponderi po-
zitive.
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Teorema 3. (Teorema 3.1). Fie T o scala temporala, a,b € T gi
m,M € R. Fie f: [m,M] — R o functie continua si convezra, g €
C(la, bt, [m, M]) si w € C(la,b]T,R) astfel incat w(t) > 0 pentru toti
t € [a,blr si fabw(t)oat > 0. Atunci

f (Bga) < <>a / e

—x T —
< g,w,o g,w,x
- M-m fm) + M—-—m

unde Tgy0 = fabg(t)w(t)oat/ fabw t

Considerand ponderile constante, putem obtine o generalizare pentru
functii monotone (Teorema 3.3).

Cea de-a doua Sectiune prezinta varianta completa cu ponderi a
inegalitatii Hermite-Hadamard. Mai precis sunt definite ponderile a-
Steffensen—Popoviciu si a-Hermite-Hadamard si se demonstreaza ca
primele verifica membrul stang al inegalitatii (5)), iar cele din urma
verificd membrul drept al inegalitatii ([5).

()
f(M),

Definitia 3. (Definitia 3.1). Fie T o scald temporald i g : T — R
o functie continua. Functia continua w : T — R este o pondere a-
Steffensen—Popoviciu pentru g pe [a, bt (abreviat, pondere a-SP) daca

(6) / W(t)0at > 0 si / F(g(6)) T w(t)0ut > 0

pentru fiecare f : [m, M] — R functie continud gi converd, unde m =
infic(ap); 9(t) 58 M = sup;e( . 9(t)-

Sunt generalizate unele rezultate datorate lui T. Popoviciu care per-
mit exemplificarea acestor categorii de ponderi. Astfel, se observa ca
aceste ponderi pot lua si valori negative, pe intervalul de definitie,
daca indeplinesc anumite conditii de pozitivitate finala (vezi Teorema
completa a lui Jensen cu ponderi). Teorema 3.5 afirma ca ponderile
a-Steffensen—Popoviciu sunt si ponderi a-Hermite-Hadamard. Cu alte
cuvinte, membrul drept al inegalitatii Hermite-Hadamard este verificat
de toate ponderile care verifica membrul stang.

O extindere a inegalitatii Hermite-Hadamard pentru un anumit tip
de functii care verifica o proprietate mai slaba de simetrie, functiile
(g, w, a)-simetrice, este prezentata in Sectiunea 3.

Definitia 4. (Definitia 3.3). Fie T o scald temporala, a,b € T, m, M €
R, a € [0,1], g € C(la,b|r,[m,M]) st w € C(T,R) o pondere a-
Steffensen—Popoviciu pentru g pe [a, blr. Spunem ca functia f : [m, M| —
R este (g, w, a)-simetrica pe |a, bl daca urmatoarele conditii sunt in-
deplinite:

(i) "Rrsee f(m) + 2=t f(M) = f(Tgua);
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i) [ FaO)w(t)Out = F(Zgmwa) [Lw(t)Out.
Aici 2y .0 = ( I g(t)w(t)oat) / ( I w(t)oat).

Apoi, exemplificam cateva din aceste rezultate, in cazul a = 1/2,
care ne da inegalitati similare celor clasice de pe dreapta reala.

Rezultatele noi din acest Capitol sunt publicate in lucrarile [9], [10],
[14] si [17].

4. APLICATII ALE INEGALITATII HERMITE-HADAMARD

Capitolul 4 surprinde cateva din multiplele aplicatii ale Inegalitatii
Hermite-Hadamard pentru scale temporale, cum ar fi Inegalitatea lui
Holder si Inegalitatea lui Ky Fan, si prezinta cateva generalizari ale
acestor inegalitati, in contextul scalelor temporale.

Folosind Teorema completa cu ponderi a lui Jensen, putem obtine o
varianta imbunatatita a inegalitatii lui Holder.

Teorema 4. (Inegalitatea lui Holder). Fie T o scala temporald, a <
beT T, f,g € C(ablr,[0,+)) si w € C([a,b]r,R) astfel incat wg?
este o pondere a-S P pentru fg~V? pe [a,blr, unde p si q sunt conjugatii
Hélder (adica, 1/p+1/q=1 sip > 1). Atunci avem

(7)

/a bw(t)f(t)g(t)oat < ( / bw(t)fp(t)%t) " ( / bw(t)gq(t)oat>

In prima Sectiune, se considera o functie care ne conduce la gasirea
unei imbunatatiri a inegalitatii lui Holder, folosind proprietatiile sale
de monotonie. Mai precis, cu notatiile de mai sus, se defineste functia
h:T xT — R, data prin

o 0T ([ wrrwon) " ([ wtioo.) o

-/ " w®)F()a(0)0ut.

Cateva consecinte ale inegalitatii lui Holder, altfel dificil de obtinut,
sunt incluse aici.

In Sectiunea 2 se definesc mediile aritmetice, geometrice si armonice
ponderate generalizate ale unei functii definite pe o scala temporala.

1/q

Definitia 5. (Definitia 4.1). Fie x : T — Ry o functie continud si
pozitiva si w o pondere. Definim:

(i) media aritmetica ponderata generalizata a functiei x pe inter-
valul [a, bly de pondere w:

S w(t)z(t)Oat

a

[ w(t)Out

(9) A[(%b} (SL’, w, Oz) =

)
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(ii) media geometrica ponderata generalizatd a functiei x pe inter-
valul [a, blt de pondere w:

b
(10) G[a,b] ($, w, CE) = exp (fa w(t) 1n<x(t))<>at> ;

[P w(t)Out

(iii) media armonica ponderata generalizatd a functiei x pe inter-
valul [a, blt de pondere w:

[ w(t)Out

11 Higp(z,w,a) = — .
(11) fa,b) ( ) )/ 2(t)0ut

Folosind aceste definitii, se demonstreaza doua variante ale inegali-
tatii lui Ky Fan, care utilizeaza ambii membrii ai inegalitatii Hermite—
Hadamard.

Teorema 5. (Teorema 4.4). Fie x : T — [m, M] o functie continua gi
pozitiva astfel incat 0 <m < z(t) < M <~/2,v>0siw:T—-R o
pondere «-Steffensen—Popoviciu pentru x pe [a,bly. Atunci

(12)

2 a2
A[a,b} (x7w’&) > (A[ayb]<x’w’@))M [ > A[a,b] (P)/ - .Z',U),Oé)
G[aab} (:L‘7 w, OZ) o G[a,b] (I’, w, O{) B G[a,b] (’7 —T,w, O{)
m2/(~v—m)2
> (A[a,b]<x7wvoé)) /ty=m) >1
T\ Gy (2w, ) -
In particular,
A (z,w, o) Glap)(z,w, @)

Ay (v —z,w,0) = Gap(y —z,w, )

Urmatoarea teorema foloseste in demonstratie partea dreapta a ine-
galitatii Hermite-Hadamard.

Teorema 6. Fie x : [a,blr — [m, M] o functie continud si pozitiva
astfel incat 0 <m < x(t) <M <3, v>0siw:T — R o pondere
a-Hermite-Hadamard pentru x pe |a, bly. Atunci
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(13)
(M—A[a,b] (:v,w,oc))/(M—m)
y—m
G

(A[a,b] (ac,w,a)—m)/(M—m)

- M

. <77> . G[a,b] (1‘, w, a)mg/(’Y*m)Q
M@om?

S G[a,b} (’7 - T, w, O[)

(M_A[a,b] ($,w,a))/(M—m)
y—m

M2

M (—m)2
(A[ayb](x,w,a)—m)/(M—m)

2 _ 2
— -G[a,b](x,w,a)M [(y=M)*

M G=07

Rezultatatele noi ale acestui Capitol apar in lucrarile [I1] si [19].

5. INEGALITATI DE TIP OSTROWSKI SI [YENGAR

Este bine cunoscut ca abaterea de la media integrala, in cazul ine-
galitatii Hermite-Hadamard, este estimata de inegalitatea lui Ostrowski
(pentru membrul stang) si de inegalitatea lui Iyengar (pentru membrul
drept). In Capitolul 5, incercim si generalizam cateva inegalitati de
tip Ostrowski, prezentand mai intai o varianta ponderata in Sectiunea
1 si apoi doua variante pentru functii continue, in Sectiunea 2.

Teorema 7. (Inegalitatea ponderata a lui Ostrowski). Fiea,b,s,t € T
sia<b, iarp,qeR, cul/p+1/g=1gip>1.

(i) Daca f : [a,blr — R este o functie delta derivabila si w €
Cra(la, blt) o pondere pozitiva, atunci

(14)
0= i [ s
s%/ w(s)|o(s) — ) As
. (S 1or(s) = tpass) " (fr(w(s)ras) "
o

< s | Nl (6= 2"+ 85 — Gla.t) + Gt
).

a b—o(a b+o(a
lolloe (2582 + ¢ - tgte)

2
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(ii) Daca f : [a,b] — R este o functie nabla derivabila si w €
Cia([a,blt) o pondere pozitivd, atunci

(15)
f(t)_m/ w<3)f(P(8))Vs
: f”;f,)—“mv / w(s)lp(s) — Vs
1] (i los) = 179" (i tw()9s) "

= Putsyvs | 1l (1= 2)"+ S5 1 Gla,t) — Gt )|
ol (55 +[1 — 2252

Teoremele de tip Ostrowski pentru doua functii continue sunt urma-
toarele.

Teorema 8. (Teorema 5.6). Fie f,g: T — R doud functii continue pe
T, ale caror derivate delta si nabla sunt marginite (i.e. ||f2loo, [|g% |loo,
1 ¥ oos 119V [loo < 00). Atunci

0000) — 57 [o60) [ 761005+ 110 [ 5051005

< %{a[lg(t)HIfAlloo + 1Ol lloo]
+ (L= a)llg@O Nl + 1F O™ lloc]}

1 [t e\’ G(t,b) — Gla, 1)
Z+<b—a>+(1_20‘> B | o)

pentru oricare t € T, unde G este masura de granulozitate.

Teorema 9. (Teorema 5.7). Fie f,g : T — R functii continue pe T,
ale caror derivate delta §i nabla sunt marginite. Atunci

Ftyglt) - [ / F(5)0us

H@lﬂ } /f

i ~[allf* oo + (1= )17 1]

b
fallg®floo + (1 = a)lg7 o] / [t = s[*0as,
pentru totit € T, cua <t <b.

In Sectiunea 3, demonstram o varianta diamant-a a inegalitatii lui
Iyengar, pentru functii diamant-« integrabile. In plus, nu impunem
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conditii de diferentiabilitate delta, nabla sau diamant-« pentru functiile
respective, aga cum se cere in majoritatea variantelor inegalitatii lui
Iyengar (inclusiv in ceea originald).

Teorema 10. (Inegalitatea lui Iyengar pentru scale temporale). Fie
f i a,blr — R o functie din Ciy([a, blt) N Cry(|a, blt). Presupunem ca

at+b  f(b)—fla) a+b [f(b)— f(a)
> a2 oo <
si pentru toti t € [a,blr, exista M > 0 astfel incat
(16) 1f(t) = fl@)] S Mt —a) si [f(t)—f(b)] <M(Db—1).

Atunci

- 4 AM
+ (1 —2a)MG(a,b).

/ )0ut - DIV )| MO0 () f(@))"

Tot 1n aceasta Sectiune apare si o varianta generalizata a acestei
inegalitati.
Teorema 11. (Inegalitatea generalizata a lui Iyengar pentru scale tem-
porale). Fie f : [a,blr — R o functie din Ciq N Crq pe [a,b]r. Pre-
supunem cd pentru toti t € |a,bly exista M > m astfel incat

(18) m§W§M s1 mgng
St
b J0) = fl@) = 22— a)
2 M—m ’
a+b f(b)—f(a)—@(b—a)
5 + M —m e T.
Atunci
/f (£)Out — )+f()(b—a)—(1—2a)G(a,b)
(19) — fla) =m(b—a)][M(b—a)— f(b) + f(a)]

- 2(M —m)
+ (1 —2a)G(a, b).

Sectiunea 4 contine si o varianta delta si una nabla a inegalitatilor
lui Steffensen, care ne permit sa obtinem alte variante ale inegalitatii
lui Iyengar.

Teorema 12. (Inegalitatile lui Steffensen pentru integrale delta) Fie

: la,blr — R o functie delta integrabila astfel incit \ = f g()At €
(O b — a|. Atunci urmatoarele doud condifii sunt echivalente:
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(i) 0 < [Fglt At<x—a§10<f g(t)At < b — x, pentru toti
z € [a,blr ;

(ii) fa+)‘f At < f ftg(t)At < fb \ f(O)AL, pentru toate func-
tiile crescatoare f:a,blr — R.

In lucrare este prezentata si varianta nabla a acestei Teoreme. Aces-
tea ne permit sa obtinem urmatoarea teorema.

Teorema 13. (Teorema 5.14). Fie a € [0,1] si f : [a,b]r — R o
functie diamant-a derivabila si diamant-« integrabila astfel incat

atb _flb)—fla) atb  f(b)—fla)

2 oM 2 or <
5t
10 5(0) SO10) Ly
pentru fiecare t € |a, bly. Atunci
(20)
(f(b) = f(a))® M(b—a)2 atb  f(b)—fla)
o —2(1 - 2a )MG( R ,b>

/f (£)0ut — fla) + f()(b_a)
M(b — a)? (f(b)—f(a))2

SLEUES (0N

- 4 AM
—2(1 = 2a)M —
( Q) G<a, 5 i

De o reala utilitate, pe parcursul acestui Capitol, s-a dovedit a fi
functia G (masura de granulozitate) definita in Capitolul 1.

Rezultatele noi ale acestui Capitol sunt publicate in lucrarile [8] si
[18].

6. SCALE TEMPORALE MULTIDIMENSIONALE

Capitolul 6 urmareste generalizarea derivatelor si integralelor pe
scale temporale n-dimensionale. In Sectiunea 1 sunt definite derivatele
dinamice partiale delta, nabla si diamant-a.

Apoi, in ceea de-a doua Sectiune, se defineste notiunea de “segment
omogen” generalizat, care permite introducerea notiunii de integrala
diamant-a Darboux multipla si apoi de integrala diamant-a Riemann
multipla si se arata ca cele doua notiuni sunt identice.

Definitia 6. (Definitia 6.3). Functia [ se numeste q-integrabild Dar-
bouz pe [a, by daca L(f) = U(f). Notam aceasta valoare cu f[a bl f(&)Oat

st 0 numim integrala diamant-ac Darbouz.
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Definitia 7. (Definitia 6.4). Functia f se numeste (,-integrabila Rie-
mann pe [a,bly dacd exista numdrul real I cu urmatoarea proprietate:
pentru orice € > 0 exista 6 > 0 astfel incat P € P(a,b) implica
|S(f, P,&, ) — I| < e pentru orice alegere a sistemului de vectori &.
Numarul I cu aceasta proprietate se numeste integrala diamant-a Rie-
mann.

Cateva teoreme care ne permit sa dezvoltam un calcul pe scale tem-
porale n-dimensionale sunt prezentate, de asemenea, in acest Capitol.
In Sectiunea 3, se defineste notiunea de “segment eterogen” generalizat
si se introduce integrala Darboux si Riemann generalizata. In acest caz,
pentru vectorul a = (ay, ..., ay,) € [0, 1]", integrala diamant-a multipla
generalizata se introduce iterativ ca o combinatie convexa.

In Sectiunea 4 demonstram o formula de tip Leibniz-Newton pentru
ambele tipuri de integrale introduse, in cazul cand acestea se reduc la
cazul unidimensional.

Teorema 14. (Teorema 6.11). Fie T este o scala temporald unidi-
mensionala si f : [a,blr — R o functie delta integrabila, in sensul
Definitiilor 6.4 si 6.6, care admite antiderivate delta. Atunci

(21) F(H)AL = / ()AL = F(b) - F(a),
[a,b]T a

unde F' este o delta antiderivata a lui f.

Sectiunea 5 prezinta o generalizare a inegalitatilor prezentate in cele-
lalte capitole, de la scale temporale unidimensionale, la scale tempo-
rale multidimensionale. Astfel, demonstram, mai intai, Inegalitatea
lui Jensen cu variabile multiple si obtinem apoi alte doua inegalitati
interesante, printre care si Inegalitatea generalizatd a lui Cebysev.

Teorema 15. (Inegalitatea generalizata a lui Jensen cu variabile multi-
ple). Fie T o scala temporala, a,b € T si f : S — R o functie continua
si conveza. Fie h,qi,..., g, € C(T,R) astfel incat fab |h(t)|Oat > 0 si
g1([a,b]) x ... X gn([a,b]) C S. Atunci

f<f|h Non(00at [ 1h(Olan(t) )
9 ) |<>at

(22) Jo 1n(@)|Oat I h(t
_ Ja OIS (91(1). -, 9u(D) Ot
- S ()]0t |

In ultima parte a Sectiunii, demonstram Teorema lui Fubini pe scale
temporale gi cu ajutorul ei obtinem o varianta a Inegalitatii Hermite—
Hadamard pentru integrale multiple.
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Teorema 16. (Inegalitatea Hermite-Hadamard pentru integrale mul-
tiple). Cu notatiile si presupunerile de mai sus, avem

(23)

n

f <x91,w1,a1 + ..t xgn,wn,an)

S P (t) - wa(t) <M> Ourtro-Oa
H:Lzl f:j wio%‘ti

M — Tgy,wy,a1 T+ Tgn,wn,an

< YR f(m)

‘Tgl SW,01 +"'+x9n,wn,an

+ f(M).

M—m

Rezultatele noi din acest Capitol sunt publicate in lucrarea [12].
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