Rezumatul tezei de doctorat
”Ecuatii eliptice neliniare si aplicatii”,

a doctorandului Ionica Andrei

Teza are ca subiect de studiu ecuatiile cu derivate partiale, abordand diverse probleme
variationale cu operatori de tip p(x) - Laplacian si inegalitati hemivariationale. Majoritatea
rezultatelor obtinute sunt de existenta a solutiei, dar avem si rezultate care atesta lipsa solutiei.
De asemenea, sunt prezentate si probleme pentru care stabilim fie unicitatea solutiei, fie multi-
plicitatea ei.

Teza este alcatuita din noua capitole dintre care Capitolul 1 a fost rezervat Introducerii.
Deoarece cadrul functional de lucru in majoritatea capitolelor (este vorba despre capitolele 3-7)
este cadrul spatiilor Lebegue-Sobolev generalizate, s-a impus introducerea unui capitol in care
sa fie prezentate mai in detaliu. Astfel, in Capitolul 2 sunt prezentate cateva note istorice, cele
mai importante proprietati ale lor i cateva rezultate semnificative de actualitate.

Capitolul 3 se bazeaza pe articolul ”FExistence theorems for some classes of boundary value
problems involving the p(z)-Laplacian ” care a aparut in revista ”"Nonlinear Analysis: Modelling
and Control”. In prima sectiune consideram urmatoarea problema

—Ap(m)u = )\f(l’, u), in y
u =0, pedQ, (1)
0<X <a,

unde  este un domeniu mérginit din RV, a > 0 este o constants data si f satisface urméatoarele
conditii:

(F1) f este o functie Carathéodory, adica masurabila pe 2 si continua pentru orice u € R, cu
f(z,0) # 0 pe orice submultime a lui 2 de masura pozitiva;

(Fy) | flo,u) |< CL+Cy | u |9®~1 pentru orice x € Q a.p.t. si orice u € R, cu constantele
C1 20, Co 20511 <p(x) <q(z) <p*(z), unde

Np(z)
p(z) =4 N —p(z)
+00, daca p(z) > N;

daca p(z) < N,

(F3)  exista constantele by > 0,0y > 0,1 < v < p(x) < v astfel incat, pentru x € Q a.p.t. si
orice u € R,

f(ac,u)u—l//ouf(s,T)dT > —by —by |u|”.

Vom demonstra ca daca functia f: Q x R — R satisface conditiile (F})-(F3) si exista o functie
B € CHR,R) astfel incat, pentru constantele 0 < p < r, o > 0, sunt verificate urméatoarele
proprietati:

(61) B(0) = B(r) = 0;



Lo+1
(B2) p7t' > q(x )aleqim El B(p) = a1;

(83) |tl‘imoo B(t) = +oo;
(B4) P'(t) < 0 daca si numai daca t < 0 sau p <t <r,
atunci, pentru a > 0, avem urmatoarea alternativa :

ori
(i) @ > 0 este o valoare proprie a problemei (1) care corespunde functiei proprii u € Wy (=) (Q)

si care verifica
a < —/ / fx, t)dtdr +
QJo a
orl

(ii) putem gasi un numar pozitiv s cu

||u||p($) <a+ o
)

p<s<r, (2)

care determing o solutie proprie (u, ) € W, * (z)(Q) x (0,a] a problemei (1) prin relatiile

luf| = s~/ 9@ (=3 (s))H9), (3)
ANl=at4 s<q<w>+ap<w>>/q<m>(_ 3'(s))@@-r@)/a@) ()
q(x)+1 1 1
0 < S )+ 22 0= / (v, Odtde + —— [ul"® <ar+a.  (5)
a() ap(z)

In a doua sectiune a acestui capitol studiem problema:

—Apyu = A u PO 2yt [ u |1@-2 g in Q)
u =0, ped, (6)
u Z0, 1nQ.

Rezultatul principal al acestei sectiuni consta in faptul ca daca

A< A (=D = inf {/ | Vu [P0 e WeP™(Q) u 0, ||ul| o) = 1}
Q

si 1 < p(x) < q(z) < p*(x), atunci problema (8) are o solutie slaba.
In Capitolul 4 studiem existenta si multiplicitatea solutiilor problemelor cu valori pe frontiera
de tipul

—div(a(|VulP) | VuP®=2Vu) = f(u) inQ, )
u=20 pe 09,

unde Q este un domeniu marginit din RY cu frontiera neteds 0, in timp ce f si a satisfac
urmatoarele conditii:

(F1) f € C(R,R).



Fie
C.(Q) ={h;h € C(Q),h(z) > 1 pentru orice x € O}.
Pentru h € C,(Q), fie
h™ =essinf h(z), h" =esssuph(z).

Sy zeQ)
(F2) Exista constantele nenegative a, ay astfel incat

lf(t)] < ar + aqsft],t € R.

unde p € O, (Q), s +1< ]\],V_p;fi) daca N > p(x), 51 0 < s < oo daca N < p(x).

(F'3) Exista 6 € (0, %) si to > 0 astfel incat pentru |t] > ¢

otf(t) = F(t) >0,

unde F(t) = [, f(s)ds.
(F4) F este o functie para.

(A1) a € C(R.,R).

(A2) Exista constantele by, by > 0 astfel incat

by < lim infa(t) < tlim sup a(t) < bs.

t—o0

(A3) a(t)t% este strict crescatoare in functie de ¢ i

limy o+ a(t)t% = 0.
Primul rezultat principal al acestui capitol afirma ca daca functia a satisface (A1), (A2), (A3),
f satisface (F'1), (F2), (F3), (F4), p(z) > 251 bl < ;’—i, atunci Problema (7) poseda un sir
nemarginit de solutii slabe.
Pentru cel de al doilea rezultat principal vom introduce si urmatoarele conditii:
(A4) Exista constantele ¢1, co > 0 si by, by > 0 astfel incat pentru orice t > 0

c1 4 by t? @72 < @72 (@) < gy 4 hytP @72,

(£6)
lim sup p—(x)F(t)

|t/ —-+o0 |t|P(=) < Ai(g(p(x))er +br),

unde \; este prima valoare proprie a lui (—Ap(ac),WOl P (x)(Q)) si ¢ = X2 semnifica functia
caracteristica a multimii {2}.

(FTY (ea-+ ol < timint T\ < pmsup T < ey 1 (o))
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Daca a satisface (Al), (A3), (A4), f satisface (F'1), (F2), (F6), (F7), iar p(x) > 2, atunci
Problema (7) are cel putin doua solutii netriviale.

Capitolul 5 se bazeaza pe articolul ”Multiplicity results for nonlinear eigenvalue problems on
unbounded domains” care a aparut in revista “Mathematica (Clug)”.
In acest capitol studiem probleme eliptice de tipul

—div(a(x)|VuP@=2Vu) = \f(z, u(z)) in Q,
a(@)|VulPO 2 Vu - n 4 b(w)|uP?u = pg(z,u(z))  peT, (Pru)
u# 0 in Q,

unde A, > 0, in timp ce n reprezinta normala exterioara.
De asemenea, consideram ipotezele:
(F1) Fie f: Q x R — R o functie Carathéodory astfel incat f(-,0) =0 si

()] < folz) + fi(@)]s],

ptN

unde pt < r < o

si fo, f1 sunt functii masurabile care satisfac

0 < fo(x) < Crun(x), 510 < fi(z) < Crwi(x) a.p.t. in €,

fo € LT (@ wl ),
(F2)
lim f(z,s)

——22 =, uniform pentru orice z € ;
s—0 fo<x)|3|p+_1 ’

(F'3) limsup,_, , o WF(JI;, s) < 0 uniform pentru orice = € Q si

maxy<y F(-,s) € L'(Q) pentru orice M > 0, unde F(z,u) = [ f(xz, s)ds;
(F'4) exista ug € E astfel incat [, F(z, uo(z))dz > 0.
(G1) Fie g : T' x R — R o functie Carathéodory astfel incat g(-,0) = 0 si

l9(x, $)| < gox) + g1 (x)[s]™ ",

N-1
N—pt>

unde p™ < m < p* - si go, g1 sunt functii masurabile care satisfac

0<go(x) <Cywa(z) si 0<gi(x) < Cypwa(x), apt.in T,

go € L1 (T wy )
(G2)

lim W =0, uniform pentru orice =z €I

(G3) limsup,_,, o G(z,s) < 400 uniform pentru orice x € T" gi

1
go(x)|s" |

max|s<p G(-, ) € L*(') pentru orice M > 0, unde G(z,u) = [ g(z, s)ds.

4



Demonstram ca daca f : Q2 x R — R este o functie care verifica conditiile (F'1) — (F'4), atunci
exista un interval compact nedegenerat [a,b] C [0, +00] cu urmatoarele proprietati:

i) exista un numar oy > 0 astfel incat pentru orice A € [a,b] si pentru orice functie ¢ :
' xR — R care verifica conditiile (G1) — (G2), exista ug > 0 astfel incat pentru orice p € [0, 1o,
problema (P) ) are cel putin o solutie netriviala in £ cu norma mai mica decat oy;

ii) pentru orice A € [a,b] si pentru orice functie g : I' x R — R care verifica conditiile
(G1) — (G3), exista p; > 0 astfel incat pentru orice p € [0, 1], problema (P ,) are cel putin
doua solutii netriviale in F.

Capitolul 6 se bazeaza pe articolul ”Fxistence and non-existence results for elliptic exterior

problems with nonlinear boundary conditions” publicat in revista "Analele Universitatii Ovidius
din Constanta”.
In acest capitol consideram ci € este un domeniu neted exterior din RV, adica, Q este com-
plementara unui domeniu mérginit cu frontiera de clasa C'° (0 < § < 1) si presupunem ci
a € L=(Q) (N C*(Q) este o functie pozitiva, i b € L=(2) (N C(Q) o functie nenegativi. Studiem
problema

—div(a(2)|VulP@=2Vu) + |u|?2u = Ag(z)|u|"2u  in Q, (8)
a(x)|VuP®=20,u + b(z)|u[P®) 2y = 0 pe 092,

unde p € C, (), A este un parametru real gi v este vectorul unitate al normalei exterioare pe
0f2. De asemenea, consideram ipotezele
(H1) g € L®(Q) (L (2), cu po := p*/(p* — 1), p© < r < ¢ < p*, este o functie pozitiva,
unde p* := Np* /(N — p*);
(H2) b este o functie continua pozitiva pe I' = 0f.
Demonstram ca daca sunt verificate ipotezele (H1) si (H2), atunci exista A* > 0 cu urmatoarele
proprietati:
(i) daca A < A\*, atunci problema (8) nu are nicio solutie slaba;
(ii) daca A > \*, atunci problema (8) are cel putin o solutie slaba u, care verifica
(a) u € L, (Q);
(b) w € CH*(Q N Bg), a =a(R) € (0,1);
(¢) u>01in Q;
(d) uw € L™(Q) pentru orice p* < m < 00 i lim|go u(x) = 0.
In al doilea rezultat al capitolului considersm conditia (H1)', care este exact ipoteza (H1),
cu exceptia ca in loc de p™ < r < ¢ < p* avem

pt<qg<r<pt

In acest caz demonstrim c& dacd sunt verificate ipotezele (H1) si (H2), atunci

(i) problema (8) nu are nicio solutie slaba pentru orice A < 0;

(ii) problema (8) are cel putin o solutie slaba w, cu proprietatile (a) — (d) de mai sus pentru
orice A > 0.

Capitolul 7 se bazeaza pe articolul ”Blow-up boundary solutions for a class of nonhomoge-
neous logistic equations” publicat in revista "Analele Universitatii din Craiova”.
In acest capitol studiem ecuatii de tipul Apzyu = g(x) f(u), unde € este un domeniu marginit, g



este o functie continua nenegativa pe €2 care este nemarginita pe €2 gi f este o functie neliniara,
nenegativa si crescatoare. Aratam ca ecuatia Apgu = g(x)f(u) admite o solutie slaba lo-

cal nenegativi u € W2™(Q) N C(Q) astfel incat u(z) — oo atunci cand z — 9Q daci
Apyw = —g(x) in sens slab pentru w € Wol’p(x)(Q) si f satisface o conditie Keller-Osserman
generalizata.

Mai exact cautdm solutii u € W™ () N C() pentru problema

—div(|VulP@2Vu) = g(z) f(u) in €, (9)
u(x) — oo cand d(z,0Q) — 0.

Presupunem ca functia g este nenegativa si satisface urmatoarea conditie:
pentru orice g € {2 care verifica g(zo) = 0, exista un subdomeniu

O cu O C Q care contine pe xy astfel incat g(z) > 0 pentru orice z € 9O. (10)

De asemenea, presupunem ca f este neliniara si verifica
(F1) f:[0,00) — [0,00) este functie crescatoare de clasa C! astfel incat f(0) = 0, si
(F2) f(s) > 0 pentru s > 0.
De asemenea, consideram urmatoarea conditie de crestere a lui f la infinit,

/100 W‘ﬁ <00, unde F(t):= / fls)ds, "

pe care o numim conditia Keller-Osserman generalizata.
Demonstram ci dacid D C RY este un domeniu marginit, g € C(D) satisface (10) pe D si f
este o functie care satisface conditia Keller-Osserman, atunci problema

{ div(|VulP®=2Vu) = g(x) f(u) n D, (12)

u(r) — oo cand d(z,0D) — 0,

admite o solutie nenegativa u € I/Vli’f(m)(D) NCY(D),0 < a<1.
Pentru urmatorul rezultat al acestui capitol consideram ca g € C(Q) verifica conditia:
(G) Exista un sir { Dy} de domenii astfel incat

(1) Dy C Dyyrs b =1,2,....
(2) @=UZ, D
(3) g satisface conditia (10) pe fiecare Dj.

Daca f este o functie care satisface conditia Keller-Osserman si g € C'(Q2) satisface conditia
(G), atunci problema (9) admite o solutie exploziva nenegativa, daca problema Dirichlet

y p(x)—2 = —
{ div(|[Vw[P™2Vu) = —g(x), =€, (13)

w(x) =0, =z € 0dQ,

are o solutie slaba.



Capitolul 8 se bazeaza pe articolul ”Nonlinear hemivariational inequalities and applications
to nonsmooth mechanics” publicat in revista ”Advances in Nonlinear Variational Inequalities”.
Scopul acestui capitol este de a stabili cateva rezultate de existenta pentru o clasa de inegalitati
hemivariationale nestandard. Analiza noastra include atat cazul submultimilor marginite, inchise
si convexe ale spatiului Banach reflexiv real cat si cazul submultimilor nemarginite, inchise si
convexe ale aceluiagi spatiu. Pentru a demonstra rezultatele principale vom utiliza ”Principiul
KKM” combinat cu ” Alternativa Mosco”. In ultima sectiune a capitolului sunt ilustrate cateva
aplicatii a rezultatelor abstracte care sunt demonstrate in acest capitol.

Pe parcursul acestui capitol, V' desemneaza un spatiu Banach reflexiv real, K este o submulti-
me nevida, inchisa gi convexa a lui V i (X, 1) va semnifica un spatiu de masura cu masura finita
si pozitiva. Pentru un p > 1 dat vom nota cu p’ exponentul conjugat al sau (adica p’ = p/(p—1))
si presupunem ca exista un operator compact gi liniar 7" definit pe V' cu valori in LP(X).

Ne concentram atentia asupra inegalitatilor neliniare hemivariationale de tipul
(P) Gasim u € K astfel incat pentru orice v € K

@(u,v)+/Xh(xyﬂ(I)) (@, u(w); v(z) — a(x)) dMZ/Xf(x,ﬁ(fv))(@(x)—ﬂ(SC)) dy,

unde © : V x V — R este o aplicatie neliniara, u(z) := Tu(z) si h,j, f : X x R — R sunt
functii date. Prin j°(x,y;() intelegem derivata Clarke generalizata a aplicatiei j(x,-) in punctul
y € R in raport cu directia [ € R in timp ce 0j(z,y) semnifica gradientul Clarke generalizat al
aplicatiei y — j(z,y) pentru un = € X fixat.

Pentru a demonstra existenta a cel putin unei solutii pentru problema (P) admitem urmatoa-
rele ipoteze:

(Hp) h: X xR — R este o functie Carathéodory (adica h(-,y) : X — R este masurabila pentru
orice y € R, si h(z,-) : R — R este continua a.p.t. pentru z € X) si exista o constanta
ho > 0 astfel incat 0 < h(x,y) < hg, a.p.t. pentru x € X gi orice y € R.

(H) f: X x R — R este o functie Carathéodory si exista Cy > 0 si b € LP'(X) astfel incat

(2, 9)| < b(x) + Cyly[~!
a.p.t. pentru z € X si orice y € R.
(He) © : V x V — R este o aplicatie neliniara care satisface cateva din conditiile de mai jos:
(©1) O(u,u)=0, pentru orice u € V;
(©3) aplicatia u — O(u,v) este slab superior semicontinua pentru orice v € V', adica,

lim sup O (uy, v) < O(u,v)

n—oo
atunci cand wu,, — u;

(®3) aplicatia v — O(u,v) este convexa pentru orice u € V;
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(©4) u+— O(u,v) este concava;
(®5) O este o aplicatie monotona, in sensul ca, O(u,v) + O(v,u) > 0, Yu,v € V.
De asemenea presupunem ca j : X X R — R satisface una din urmatoarele ipoteze:

(Hj) j(-,y) : X — R este masurabila pentru orice y € R i existd k € LP (X) astfel incat
’](%91) _j(x7y2)‘ < k($)|y1 - y2|7 Vr € X7 Vy171/2 € Rv

sau,

(H?) j(-,9) : X — R este masurabild pentru orice y € R, aplicatia j(z,-) este local Lipschitz
pentru orice x € X si exista o constanta C' > 0 astfel incat

2| SO+ [y, VeeX, VyeR, Vzedj(x,y).

Demonstram ca daca avem K o submultime nevida, marginita, inchisa si convexa a lui V' si
sunt satisfacute (Hy), (Hy), (©1), (©2), (@3) si una din conditiile (HJ'), (H?), atunci problema
(P) are cel putin o solutie.

Apoi aratam ca daca avem K o submultime nevida, marginita, inchisa si convexa a lui V' si
sunt satisfacute (Hy), (Hy), (©1), (©2), (©4), (©s) si una din conditiile (Hj), (H?) , atunci
exista o solutie pentru inegalitatea neliniara hemivariationala (P).

La final stabilim ca daca avem K o submultime nevida, inchisa gi convexa a lui V' si sunt
satisfacute (Hy), (He), (©1), (©2), (@3) si una din conditiile (H}'), (H?), atunci problema (P)
are cel putin o solutie, daca exista vy € K si ¢ > p astfel incat

O(u, v)

7 —00, atunci cand ||ully — oo.
[ully,

Capitolul 9 se bazeaza pe articolul ”Antiplane shear deformations of piezoelectric bodies in
contact with a conductive support” trimis spre publicare la ”Mathematiche Nachrichten”.

In acest capitol ne concentram asupra rezolvarii slabe a modelului mecanic descris de contac-
tul dintre un corp piezoelectric si un suport conductor. In acest capitol, modelam contactul cu
frecare prin o conditie pe frontiera care implica gradientul Clarke generalizat, in timp ce conditia
electrica pe suprafata de contact este modelata folosind subdiferentiala unei functii proprii, con-
vexe si inferior semicontinue. Formularea slaba a modelului nostru conduce la un sistem format
din o inegalitate hemivariationala si o inegalitate variationala. Existenta solutiilor slabe pentru
modelul nostru va fi o consecinta directa a faptului ca o inegalitate mult mai generala, o ine-
galitate variational-hemivariationala admite solutii. De aceea, tratarea matematica a modelului
implica teoria inegalitatilor variational-hemivariationale. Ingredientul principal in demonstratia
rezultatului de existenta este o teorema de punct fix pentru aplicatii multivoce, datorata lui
Tarafdar. Sub ipoteze aditionale demonstram unicitatea solutiei slabe.

Modelul matematic care descrie deformarea in contextul antiplan a unui cilindru piezoelectric
care se afla in contact de frecare cu o fundatie conductoare este urmatorul:



Gasim u, ¢ : Q — R astfel incat

(div (u(x)Vu(z) + e(x) V() + fo(z) =0 in Q,

div (e(x)Vu(x) — B(x)Ve(x)) = qo(x) in Q,
u(x) =0 pe I'y,
(P) SO(w) =0 pe FAa
p(@)oyu(x) + e(x)0pp(x) = fa(T) pe Iy,
e(x)o,u(z) — B(x)0yp(x) = gp() pe I'g,
—u(x)o,u(x) — e(x)d,p(x) € h(x,u(x))dj(x,u(x)) pe s,
L e(@)du(z) — B(x)0,p(x) € 0d(x, p(x) — pr(x)) pe I's.

Suntem interesati sa gasim solutii slabe pentru problema (P).

Pentru aceasta, consideram urmatoarele ipoteze:
(H1): pe L>®(Q), [el>®Q), ec L®(Q).Exista 5%, u* € R astfel incat f(x) > * >0
sip(x) > p* >0 a.p.t. in
(H2): foe L*(Q), qe€l?Q), focl*2), qpecl?(Tp), ¢rc L>(Ty).
(H3): h: T3 xR — R este o functie Carathéodory (adica h(-,t) : I's — R este masurabila,
pentru orice t € R, i h(x, ) : R — R este continua, a.p.t. pe I's). Exista o constanta pozitiva
ho astfel incat 0 < h(x,t) < hg, pentru orice t € R, a.p.t. pe I's.

(H4): j:T3xR — R este o functie masurabila in raport cu prima variabila gi existd k € L*(T'3)
astfel Incat pentru orice & € I's si orice t1,1, € R avem

(@, t1) — j(z, t2)| < Kk(2)[t1 — taf.

(H5): ¢ :T's x R — R este o functionala astfel incat ¢(-,¢) : I's — R este masurabila pentru
orice t € R gi ¢(x,-) : R — R este convexa si inferior semicontinua a.p.t. pe I's.

Demonstram ca daca sunt verificate conditiile (H1)-(H5), atunci exista cel putin o solutie
pentru problema (P).

Trebuie mentionat ca, sub ipotezele (H1)-(H5), unicitatea solutiei slabe a Problemei (P)
ramane o problema deschisa.

Pentru a obtine un rezultat de unicitate consideram urmatoarele ipoteze:
(H6) exista m > 0 astfel incat (9, — n2)(t; — ta) > —mlt; — to]?, pentru orice t1,t, € R, orice
n; € h(x,t;)0j(x,t;), i € {1,2}, si a.p.t. pe [s;
(HT) min{y*, *} > mC?,
unde C' > 0 apare in inegalitatea ||v||z2(r,) < Cllv||y pentru orice v € V.

Demonstram ca daca (H1)-(H7) sunt adevarate, atunci problema (P) are o solutie unica.

Cele noua capitole prezentate sunt urmate de lista cu referinte bibliografice care este bogata,
cuprinzand 184 de lucrari.



