Rezumatul tezei de doctorat
”Metode topologice in studiul problemelor la limita”,

a doctorandei Maria-Magdalena Boureanu

Teza are ca subiect de studiu ecuatiile cu derivate partiale, abordand diverse ecuatii cu
neliniaritati. Majoritatea rezultatelor obtinute sunt de existenta a solutiei, dar avem si rezultate
care atesta lipsa solutiei. Deasemenea, sunt prezentate si probleme pentru care stabilim fie
unicitatea solutiei, fie multiplicitatea ei.

In organizarea lucrarii se regaseste o structura simetrica, ea fiind divizata in trei parti prin-
cipale, in functie de clasa de probleme la limita considerata, dupa cum urmeaza:

e Partea I (Capitolele 2-5): probleme eliptice cu solutii explozive;
e Partea a II-a (Capitolele 6-9): probleme variationale cu p(x)-Laplacean;

e Partea a III-a (Capitolele 10-12): probleme degenerate si singulare.

Primul capitol al fiecarei parti este un capitol preliminar (este vorba despre Capitolele 2, 6
si 10), fiecare fiind partitionat in cate trei sectiuni. Prima sectiune este introductiva si cuprinde
note istorice, evidentiind lucrarile pionierat care au pus bazele cercetarii in domeniul respectiv.
Cea de-a doua sectiune contine cateva rezultate contemporane semnificative realizand astfel o
imagine a cadrului in care se lucreaza. In cea de-a treia sectiune este oferita motivatia fizica a
studiului efectuat.

Exceptand Capitolul 1 care a fost rezervat Introducerii, celelalte opt capitole (Capitolele 3-5,
7-9 si 11-12) se bazeaza pe lucrari publicate sau acceptate spre publicare (aflate sub tipar).

In Capitolul 3 stabilim cateva rezultate care se regasesc in articolul ”Entire large solutions
for logistic-type equations”, ce va aparea in Analele Universitatii din Craiova, momentan fiind
sub tipar. Consideram urmatoarea clasa de ecuatii eliptice semilineare:

Au=u+e "y f(u) in RV, W
w>0, uz0 in RV,
unde N >3, a > 1, a > 1 si f indeplineste conditiile
fecio, 00), f20, f>1 (2)

Incepem prin a demonstra ca ecuatia

Au = e Py f(u) in RV,

u>0, uz0 in RY.



are solutii explozive.
Apoi discutam cazul particular al problemei (1) in care a =1 g1 a > 2

Au=u+e Py f(u) in RY,
u>0,u#z0 in RY.

In rezultatul principal aratam ca desi amandoua ecuatiile

Au=u in R,

uw>0,uz0 inRY,

Au = e llyef(u) in RV,
u>0,u#0 in RV,

au solutii explozive, ecuatia (3) nu admite astfel de solutjii.

Demonstratia se bazeaza pe clasica metoda de reducere la absurd. Deasemenea, folosim prin-
cipul de maxim gi proprietatile functiilor speciale gamma si Bessel. Intrebarea daci problema (1)
are sau nu solutii explozive este lasata deocamdata fara raspuns. Desi aducem cateva argumente
in sprijinul ideii ca pentru a suficient de mare raspunsul este pozitiv, chestiunea este lasata ca
problema deschisa.

Capitolul 4 se bazeaza pe lucrarea ”On the existence and nonexistence of positive entire large
solutions for semilinear elliptic equations” care va aparea in Analele Stiintifice ale Universitatii
Ovidius Constanta. Aici imbunatatim rezultatele din Capitolul 3, considerand problema

Au = pi(z)u® + pa(z)u’ f(u) in RY, n
u>0, uz0 in RV,

unde N > 3 si f este sub aceleasi ipoteze (2). In cele ce urmeazd vom da nu numai rezultate de
existenta, ci gi rezultate de ne-existenta.

Ne situdm sub urmitoarele conditii: o, 8 > 1 si p1,py € CCH(RYN) (N > 3,0 < p < 1) sunt
c-pozitive in bilele ,, de raza |r| = n (adica pentru fiecare o € 2 cu py(z9) = 0 (respectiv
p2(20) = 0) existd un domeniu Qy > z, astfel incat Qy C Q, si p; > 0, (respectiv p, > 0) pe
390)

In ipotezele de mai sus, daca una dintre problemele

Au=p(z)u® n R,

w>0,uz0 inRY,



sau

Au = po(a)uf(u) in R, o
u>0,uz0 in RV,

nu admite solutii explozive, atunci nici problema (4) nu admite astfel de solutji.

Ce se intampld insi dacd ambele probleme (5) si (6) au solutii explozive? In Sectiunea 4.3
dam cateva exemple in ambele sensuri si demonstram urmatorul rezultat. Presupunem ca N > 3,
B> 2, f satisface conditia (2), p; € C(R") satisface conditia p;(x) = pi(|z|) > 1 si

/ T’pl(T)dT = 00,
0

far py € CP*(RY) (0 < p < 1) satisface conditia py(z) > el i

loc

/ rM,,(r)dr < oo,
0

unde M, (r) = max|g—, p2().
Atunci urmatorul caz particular al problemei (4),

Au = pi(|z|)u+ pa(x)u’ f(u)  in RY,

u>0, uz0 in RV,

nu are solutii explozive, in timp ce ambele probleme (6) si cazul particular al problemei (5),

Au=pi(|z))u in R,

u>0,uz0 in RY,
au solutii explozive.

Capitolul 5 face trecerea la ecuatiile eliptice quasiliniare cu solutii explozive. Prezentam aici
mai multe rezultate care sunt in curs de aparitie in Bulletin of the Belgian Mathematical Society
— Stmon Stevin, fiind reunite sub titlul ”Uniqueness of singular radial solutions for a class of
quasilinear problems”. Considerm problema:

—Apu = Pt —b(z)u? in Bg(zo),
u>0 in Br(x), (7)

U = 00 pe OBg(zo),



unde Bg(rg) este bila de raza R centrata in 2o € RV, N >3, A > 0,b € C**(Q), 0 < u < 1,
este o functie strict pozitiva cu simetrie radiala, iar ¢ > p —1 > 1 si am notat cu A, operatorul
p-Laplacean dat de formula

Apu = div (|Vu(z)[P*Vu(z)).
Prin conditia de pe frontiera din (7) intelegem ca u(x) — +oo cand d(z) = dist(z, 0Bg(zo)) —
0. In demonstratia teoremei principale stabilim existenta, unicitatea si viteza de explozie a
solutiei. Astfel se obtine ca solutia exploziva u(z) trebuie sa verifice relatia

. u(x)
lim =1,
d(z)—0 K (b*(||lx — xol|)) "

unde K este o constanta data de
1
K = [(p— 1)[(8+1)Cy — 1]57"(Cobo) P22 757 |

cu
p

2(¢—p+1)

B(r) = / " bs)ds, () = / "’ / " b(tydeds.

De mentionat ca rezultatul principal se bazeaza pe o serie de teoreme auziliare in care gene-
ralizam rezultate deja cunoscute in cazul p = 2, trecand la cazul p > 2 pe care il discutam.

B(r))?
,q>p—1>1, by =b(R) >0, Cozhmﬂ

b= 0 B (r)b(r)

> 1

In Capitolele 7-9 sunt cautate solutii slabe pentru probleme cu p(x) - Laplacean cu ajutorul
teoriei de punct critic. Cu alte cuvinte, unei ecuatii 1i asociem o functionala energetica ale carei
puncte critice sunt solutii ale ecuatiei respective.

Interesul pentru studiul problemelor cu p(x) - Laplacean si considerarea spatiilor Lebesgue
si Sobolev cu exponent variabil sunt generate de aplicabilitatea in diverse domenii ale fizicii.
Desi cea mai mare parte a materialelor poate fi modelata cu suficienta acuratete folosind spatiile
Lebesgue si Sobolev clasice, pentru anumite materiale neomogene, cum sunt fluidele electroreo-
logice, este necesar ca exponentul p sa varieze.

Principalul argument utilizat in Capitolele 7-8 este o varianta a teoremei mountain-pass a
lui Ambrosetti si Rabinowitz.

Capitolul 7 se bazeaza pe lucrarea ”Existenta solutiilor slabe netriviale pentru o clasa de
probleme la limita neomogene”, aparuta in volumul atasat Sesiunii Nationale de Comunicari
Stuintifice Studentesti — lasi, 2007. Este stabilita existenta solutiilor slabe pentru problema:

—Apyu() + a(@)|u(@) PO 2y = |u(z)|9® 1y in Q,

u7—é0 inQ,
u=>0 pe 092,



unde Q C RY(N > 3) este un domeniu mérginit cu frontiera neteda, p,q : Q@ — R sunt
functii continue cu 2 < mingp(z) < maxgp(z) < N, maxgp(z) < mingq(z) + 1, ¢(x) < N,
q(x) +1 < Np(z)/(N — p(x)) pentru orice z € Q si a : Q — R satisface conditia: a € L>(0) si
exista ag > 0 astfel incat a(x) > ag, pentru orice x € Q.

Am notat cu A, operatorul p(z)-Laplacean, adica

Apzyu = div (|Vu(x)|p(x)_2Vu($)).

Rezultatele din Capitolul 8 se bazeaza pe articolele ” Existence of solutions for an elliptic equa-
tion involving the p(x)-Laplace operator” si ”Fraternization in ... Mathematics”, publicate in
Electronic Journal of Differential Equations si respectiv in Proceedings of the International Con-
ference of Young Scientists, affiliated to CASC 2006. Acest capitol trateaza existenta solutiilor
slabe pentru ecuatia

—Apyu(z) + b(z) |u(x)[P@) 2w = f(z,u) in RY,

unde N > 3, p : RY — R este functie Lipschitz cu 2 < essinfgn p(z) < esssuppy p(z) < N,
b:RY - Rsi f:RY xR — R sunt dous functii care satisfac ipotezele:

(b1) b € L (RY) si existd by > 0 astfel incat b(x) > by, pentru orice z € RY;

loc

(f1) f € CHRY x R), cu f = f(x,2), f(,0) =0 gi lim &% — 0 pentru orice z € RY;

z—0 ‘Z|p+_2

(f2) p* < §E= siexistd s € (pF = L, Np™ /(N —p7) = 1), 6 € (s, Np~ /(N —p)) si g1 €
L®(RN) 0 LY/ O-P (RN gy € L°(RN) N LY/ O=)(RN), cu g1(x), go(x) > 0 astfel incat

1F.(2,2)] < g1(@) |27 2+ o) |2, VzeRN, VzeR.

(f3) exista p > p* astfel incat

0</LF(:C,Z):/¢/Ozf(:c,t)dtng(x,z), Vo eRY VzecR\{0}.

Capitolul 9 se bazeaza pe lucrarea ”Existence and multiplicity of solutions for a Neumann
problem involving variable exponent growth conditions” publicata in Glasgow Mathematical
Journal. In Capitolul 9 este folositd o teoremd a lui Brézis si Nirenberg obtinandu-se astfel
existenta a doua solutii slabe pentru problema de tip Neumann

—div(|VuP®=2Vu) = f(u), pentru x €
ou

— =0, pentru x € 0f2
ov



unde Q C RY(N > 3) este un domeniu mérginit cu frontiera neteda, p € C(Q) cu 1 < p(z) < N
pentru orice x € 2 si f: R — R este functia continua data de formula

1
1\ a1
|t]o= e, for |t| < (5)
f(t) = 1
1 1 a—1
t—t|*'t,  for |t > (5) ,

Np~

unde a este un numar real strict pozitiv, iar p™ < a < N

Capitolele 11 si 12 sunt dedicate studiului existentei si unicitatii solutiilor slabe pentru pro-
bleme singulare si degenerate in contextul problemelor ce permit modelarea antiplana a unui
corp cilindric. Studiul propus se realizeaza prin introducerea unor spatii functionale cu pondere
si aduce mai multe elemente de noutate. Din punct de vedere matematic, noutatea consta in
faptul ca in locul problemelor in care u = 0 pe intreaga frontiera, consideram probleme in care
u se anuleaza doar pe o bucata de frontiera de masura Lebesgue strict pozitiva. Din punct de
vedere mecanic, noutatea consta in faptul ca ponderea p se poate anula in anumite puncte, spre
deosebire de studiile realizate anterior, in care era impusa conditia ca ponderea sa depageasca
un anumit prag strict pozitiv. Rezultatele din ultimele doua capitole ale tezei se bazeaza pe
articolul ”Weak solutions for antiplane models involving elastic materials with degeneracies”
care va aparea in Zeitschrift fir Angewandte Mathematik und Physik (ZAMP).

In Capitolul 11 este considerata urmatoarea clasa de probleme la limita

div (1 (z)Vu(z)) + folx) = 0 in Q,
u(x) = 0 pe I'y,
ou

/f(w)@(w) = fa(z) pely,

unde Q C R? este o submultime deschisa, marginita si conexa, frontiera I' este Lipschitz si este
partitionata in doua parti masurabile I'y, 'y, astfel incat masura Lebesgue a lui I'y sa fie strict
pozitiva. Rezultatul de existenta si unicitate este obtinut ¢u ajutorul lemei Lax-Milgram, in
ipotezele

pe L), pwtel?*Q), wplx)#0apt. inQ, (8)
inf p?(x) =0, sup p*(z) =00 9)
T el Tren
si
fo€ L*(Q), f2€ L=(T). (10)



Utilizand o inegalitate variationala de ordinul doi, in Capitolul 12 sunt stabilite existenta si
unicitatea solutiei slabe pentru problema

([ div(a(z, Va(@))) + folz) =0 in Q.
u(z) =0 pe I'y,
a(x, Vu(z)) - v(z) = fo(x) pe Ty,
—a(z, Vu(zx)) - v(x) € Op,(u(x)) pels,

\

unde  este un domeniu regulat, a : Q x R? — R2,

a2, v) = [12(x) + B)w — 20(2) Py 5.

Pz este operatorul proiectie pe K = Bp(Oge), ¢z : R — R, @,(s) = g()|s| si g € L®(3), g >
0 a.p.t. pe I's, iar ipotezelor (8), (9) si (10) li se adauga B € L>(2) si exista ¢ > 0 astfel incat 0 <
B(x) < cpo(x) a.p.t. in Q.

Cele douasprezece capitole prezentate sunt urmate de lista cu referinte bibliografice care este
bogata, cuprinzand 227 de lucrari.



