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4.1 Integrarea funçtiilor elementare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
4.2 O aplica̧tie a seriilor L ale lui Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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1. Introducere

Lucrarea de fa̧t¼a, dup¼a cum este şi intitulat¼a, se refer¼a la studiul integralelor şi
seriilor, a�ându-se la frontiera dintre analiza matematic¼a şi informatic¼a. Integralele
şi seriile sunt utilizate în diverse domenii ale ştiiņtei şi tehnicii, în mecanic¼a, �zic¼a,
chimie, inginerie, aeronautic¼a, astronomie, chimie, economie, biologie, etc. De exem-
plu, integralele eliptice sunt utilizate în dinamica unui punct material supus la leg¼aturi,
în aerodinamica supersonic¼a, în expresia coe�cientului de portaņt¼a a unei aripi delta
sub̧tiri cu borduri de atac subsonice; integralele logaritmice

R 1
0
p (x) � log (log (1=x)) dx,

cu p (x) funçtie ra̧tional¼a (vezi [1], [2]), sunt utilizate în �zica statistic¼a şi teoria lat-
icelor; integralele abeliene sunt folosite în geometria difereņtial¼a; integralele de formaR 1
0
xr (1� x)�1 � logk (1� x) � logl xdx, [3] au valori stabilite în funçtie de valori ale

funçtiei zeta, funçtie folosit¼a în �zica cuantic¼a. Seriile de tip BBP-Ramanujan, hiper-
geometrice, euleriene, diverse subserii armonice, sunt utilizate în calculul unor constante
cu mare precizie, în diverse baze de numera̧tie, de exemplu num¼arul �, care a fr¼amântat
miņtile multor matematicieni înc¼a din timpuri str¼avechi, sau num¼arul exp (1), sau val-
orile funçtiei zeta, în diversele ei forme, [3], etc. Seriile de puteri (Taylor, Laurent, sau
Puisieux) precum şi seriile Fourier au, de asemeni, o utilizare mare în toate domeniile
unde se utilizeaz¼a analiza matematic¼a.

2. Rela̧tia întreag¼a şi algoritmul PSLQ

În acest capitol am de�nit no̧tiunea de rela̧tie întreag¼a a unui vector dat şi am
trecut în revist¼a evolu̧tia diveŗsilor algoritmi (algoritmul lui Euclid, LLL, HJLS, PSLQ,
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Multi-Pair) cu care poate � ob̧tinut¼a. Am adaptat algoritmii pentru limbajul Maple
7 în scopul utiliz¼arii lor. Programul surs¼a al acestora se a�¼a în Anexa B, împreun¼a
cu unele aplica̧tii ale acestora. La sfâŗsitul capitolului sunt indicate diverse pachete
software alternative, în care se g¼asesc implement¼ari ale acestor algoritmi.
Not¼amKmuļtimea numerelor reale, complexe sau de cuaternioni şi cuO (K)muļtimea

întregilor ordinari, întregilor lui Gauss sau întregii lui Hamilton.

De�ni̧tie 1. Un vector x = (x1; x2; :::; xn) din Kn spunem c¼a este în rela̧tie întreag¼a
dac¼a exist¼a un vector m = (m1;m2; :::mn) 2 O (K)n ;m 6= 0, astfel încât

(1) m1x1 +m2x2 + :::+mnxn = 0:

Vectorul nenul m se numeşte rela̧tie întreag¼a pentru x.

Exemple:
1) x =

�
2=3; 1=2; 5=6

�
; m =

�
1; 2; � 2

�
;

2) x =
�
�; �; e; 1

�
; m =

�
�72; 54; � 63; 8

�
, unde � = �3�=4� 7e=8 + 1=9:

3. Câteva aplica̧tii ale rela̧tiei întregi

Capitolul începe cu justi�carea folosirii diveŗsilor algoritmi în determinarea rela̧tiei
întregi, precum şi înso̧tirea acestora cu demonstra̧tii riguroase. Rela̧tiile, descoperite
cu ajutorul calculatorului, pot � adev¼arate pân¼a la un num¼ar de zecimale, de aceea
se impune demonstrarea riguroas¼a a lor. Totuşi rela̧tii aproximative pot s¼a �e folosite
în alte domenii ale ştiiņtei (în �zic¼a, economie, geogra�e, în diverse analize statistice
de trend), în care un num¼ar su�cient de zecimale este su�cient. Un exemplu elocvent
este folosirea num¼arului �; care în antichitate în funçtie de necesit¼a̧ti, a fost aproximat
cu un num¼ar întreg şi apoi pe m¼asura creşterii nevoilor de precizie, odat¼a cu evolu̧tia
societ¼a̧tii, a ajuns s¼a �e folosit cu din ce în ce mai multe zecimale exacte. Primul
algoritm de calcul al acestui num¼ar este dat de Arhimede din Siracusa (287-212 î. Hr.)
ce foloseşte metoda exhaustiv¼a a lui Eudoxiu (3 + 10=71 < � < 3 + 1=7).
Sunt analizate câteva aplica̧tii ale rela̧tiei întregi: recunoaşterea unor constante nu-

merice, g¼asirea polinomului minimal şi obţinerea de identit¼aţi. De recunoaşterea con-
stantelor numerice s-au ocupat diveŗsi matematicieni şi informaticieni realizând pachete
de programe. Un astfel de pachet este Inverse Symbolic Calculator (ISC) ce se g¼aseşte
la adresa: http : ==oldweb:cecm:sfu:ca=projects=ISC=ISCmain:html:
În lucrare am folosit un pachet de programe realizat de Alain Meichsner într-o ver-

siune Maple, pe care am adaptat-o pentru versiunea Maple 7 şi care ofer¼a o muļtime
de facilit¼a̧ti. Pachetul coņtine trei liste de constante B1; B2; B3; ce sunt modi�cate
în funçtie de necesit¼a̧tile problemelor pe care le rezolv¼am. Astfel, am g¼asit valorile şi
apoi am demonstrat pentru câteva integrale logaritmice, o integral¼a exponeņtial¼a, o
clas¼a de integrale şi una de serii trigonometrice ce coņtin funçtia sinc (x) = x�1 sin (x).
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Sunt analizate dou¼a integrale duble, propuse în revista American Mathematical Montly,
problemele 11275 şi 11277 din 2007, în demonstra̧tia c¼arora se a�¼a cazuri particu-
lare ale unor integrale generalizate în capitolul IV. Tot la "Recunoaşterea constantelor
numerice" sunt studiate serii binomiale ale lui Lehmer şi cele de tip Apéry. Roger
Apéry, în 1979, a folosit o astfel de serie pentru demonstrarea ira̧tionalit¼a̧tii constantei
� (3) =

P1
n=1 1=n

3, fapt pentru care a fost numit¼a constanta lui Apéry. G¼asirea polino-
mului minimal este o aplica̧tie imediat¼a a algoritmului LLL �ind util¼a în algebr¼a. Am
ales dou¼a exemple semni�cative pe care le-am înso̧tit cu demonstra̧tii.
Subcapitolul "Ob̧tinerea de identit¼a̧ti" are ca exempli�care dou¼a tipuri: identit¼aţi

de tip Machin şi identit¼aţi de tip scar¼a, utilizate în capitolul 5, în scopul ob̧tinerii
de sume de tip BBP-Ramanujan. Identit¼a̧tile de tip Machin sunt combina̧tii liniare
întregi de valori ale funçtiei arctangente. Denumirea provine de la cel care a ob̧tinut
prima dat¼a o astfel de identitate, în 1706, în scopul calcul¼arii rapide şi cu cât mai
multe zecimale a num¼arului �. Am realizat câteva programe în Maple 7 de depistare
a lor, cu care am ob̧tinut liste de astfel de identit¼a̧ti. Demonstrarea acestora este
elementar¼a. Identit¼a̧tile de tip scar¼a sunt combina̧tii liniare întregi de valori ale funçtiei
polilogaritmice Lin (z) =

P1
r=1 z

r=rn, cu jzj � 1; şi produse de valori ale funçtiei zeta
şi puteri ale funçtiei logaritmice naturale. Identit¼a̧ti de acest tip au fost descoperite
pentru prima dat¼a de L. Euler în 1768, şi de J. Landen în 1780, , iar apoi studiul
teoretic a fost f¼acut de L. Lewin în 1991, . Cu ajutorul algoritmului PSLQ am g¼asit o
muļtime de astfel de expresii, acestea g¼asindu-se în anexa D.
În continuare sunt exempli�cate dou¼a identit¼a̧ti cu serii: seria BBP şi formula lui

Bill Gosper. Prima a fost g¼asit¼a prin metode experimentale, cu ajutorul algoritmului
PSLQ, de c¼atre David Bailey, Peter Borwein şi Simion Plou¤e în 1995 . Valoarea acestei
serii este dat¼a de faptul c¼a ajut¼a la calcularea num¼arului �, în baz¼a hexagesimal¼a,
începând de la o hexagesimal¼a dat¼a, ne�ind nevoie de cunoaşterea celor precedente. În
Maple, am realizat un program de calcul a unui num¼ar mare de hexagesimale pentru
num¼arul �, bazat pe aceast¼a serie. Ea se g¼aseşte în anexa C. Dup¼a descoperirea seriei
BBP, au ap¼arut şi altele de acest tip în scopul g¼asirii unor metode de calcul pentru alte
constante, cu cât mai multe zecimale exacte (vezi capitolul 5). Formula lui Bill Gosper
este o serie binomial¼a care poate � folosit¼a pentru calculul lui �. O demonstra̧tie a
acestei formule foloseşte funçtia Beta � (r; s) =

R 1
0
xr�1 (1� x)s�1 dx şi valori ale seriei

polilogaritmice transformând seria într-o integral¼a ra̧tional¼a.

4. Calculul câtorva integrale

Capitolele 4 şi 5 formeaz¼a nucleul acestei lucr¼ari, primul se refer¼a la studiul inte-
gralelor iar cel de al doilea este rezervat seriilor. În aceste capitole se reg¼asesc rezultate
publicate în reviste de specialitate. Capitolul 4 cuprinde trei subcapitole importante:
integrarea funcţiilor elementare, o aplicaţie a seriilor L ale lui Dirichlet şi folosirea
funcţiei multiple zeta.
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4.1. Integrarea funçtiilor elementare

Acest subcapitol este o introducere referitoare la calculul integralelor în care sunt
meņtionate rezultate ale lui Niels H. Abel, Joseph Liouville, D. Mordukhai-Boltovskoi
şi ale lui Joseph-Fels Ritt, precum cazuri în care anumite integrale sunt elementare (de
exemplu, integralele Cebâşev), sau nu sunt elementare (de exemplu, integralele eliptice,
sau unele integrale exponeņtiale sau logaritmice). În urm¼atoarele dou¼a subcapitole am
studiat tipuri de integrale logaritmice ale c¼aror valori depind de valorile unor funçtii
hipertrascedentale: funçtia gamma (hipertranscedentalitate demonstrat¼a de O. Hölder,
în 1887) şi funçtia zeta (D. Hilbert, în 1900, a ar¼atat hipertranscedentalitatea funçtiei
zeta a lui Riemann).

4.2. O aplica̧tie a seriilor L ale lui Dirichlet

Pentru integralele de tipul

(2) I�q =

Z 1

0

Pq�1
n=1 ��q (n)x

n�1

1� xq
ln

�
ln
1

x

�
dx;

unde ��q este caracter Dirichlet (mod q), pe care le-am prezentat la al 6-lea Congres
al Matematicienilor Români, de la Bucureşti, din 28 iunie - 4 iulie, 2007 [1], precum
şi în [2], pot s¼a �e g¼asite cu ajutorul calculatorului diverse expresii în valorile funçtiei
gamma. De exemplu,

p
3

�
I�15;�3 =

Z 1

0

p
3
P14

n=1 ��15;�3 (n)x
n�1

� (1� x15)
ln ln

1

x
dx

=

Z 1

0

p
3 (x8 � x7 + x3 � x+ 1)

� (x2 + x+ 1) (x8 � x7 + x5 � x4 + x3 � x+ 1)
ln ln

1

x
dx

=
1

5
ln

�
33�12 (2=3)

24�4 3
p
5

�
:

Pentru aceste tipuri de integrale am demonstrat dou¼a teoreme ce justi�c¼a aceste
formule:

Teorema 2. Dac¼a ��� este caracter primitiv impar (mod�) atunci :

(3) I�� =

Z 1

0

��1P
n=1

��� (n)x
n�1

1� x�
ln ln

1

x
dx

=

8>>>><>>>>:
�p
3
ln
�p

3��2(2=3)
(2�)2=3

�
dac¼a � = 3

� ln
�
�(3=4)
4p�

�
dac¼a � = 4

�p
�

�
ln 2� �

��1P
r=1

��� (r) ln �
�
r
�

��
dac¼a � > 4

�
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Teorema 3. Dac¼a ��q;�� este caracter impar (mod q) indus de caracterul primitiv
impar ��� (mod�) atunci :

(4) I�q;�� =

Z 1

0

q�1P
n=1

��q;�� (n)x
n�1

1� xq
ln ln

1

x
dx

=

0BB@I�� + L
�
1; ���

� q�1X
p=q

p prim

��� (p) ln p

p� ��� (p)

1CCA Y
p=q

p prim

�
1� ��� (p)

p

�
;

unde

(5) L
�
1; ���

�
=

8>><>>:
�=
�
3
p
3
�

dac¼a � = 3

�=4 dac¼a � = 4

�
��

p
�

��1P
n=1

n � ��� (n) dac¼a � > 4

�

Dup¼a cum se vede în expresia funçtiei din care se calculeaz¼a integrala se g¼asesc
valorile caracterului � a lui Dirichlet. De aceea se impune cunoaşterea valorilor aces-
tei funçtii. Am construit un program cu numele Lag, în Maple 7, cu ajutorul c¼aruia
am g¼asit aceste valori, pe care le-am grupat în mai multe tabele în anexa A, a acestei
lucr¼ari. Tabele coņtin valorile caracterelor primitive modulo j�j � 40 şi cele ale car-
acterelor impare induse modulo jqj � 40, de caracterele primitive modulo j�j � 40.
Metoda folosit¼a pentru g¼asirea formulelor, cu ajutorul calculatorului, se bazeaz¼a pe pa-
chetul prezentat în subcapitolul "Recunoaşterea constantelor numerice" din capitolului
3. Am ob̧tinut astfel, o list¼a de integrale, ce poate s¼a �e extins¼a oricând. De integrale
asem¼an¼atoare s-a ocupat V. Adamchik, cu aplica̧tii în probleme de �zic¼a statistic¼a şi
teoria laticelor, precum şi Baxter, Temperley şi Ashley, în probleme de colorare a grafu-
rilor. Adamchik a g¼asit formule ce coņtin valorile funçtiei digamma  (s) = �0 (s) =� (s)
şi ale derivatei paŗtiale a funçtiei zeta a lui Hurwitz �(1;0) (s; z) = @� (s; z) =@s; unde
� (s; z) =

P1
n=0 (n+ z)�s ; cu Re s > 1; 0 < z � 1. Medina şi Moll, au g¼asit

alte formule, pe care le-am aranjat mai structurat. Acestea sunt expresii ce coņtin
funçtia polilogaritmic¼a Li(s; x) =

P1
n=1 x

nn�s; jxj < 1 şi de derivata paŗtial¼a a acesteia
Li(1;0)(s; x) = @ Li(s; x)=@s.

4.3. Folosirea funçtiei multiple zeta în calculul unor integrale

În acest ultim subcapitol am studiat integrale de tipul

I�k;l;r;m =

Z 1

0

(� log (1� x))k

(1� x)m
� xr (� log x)l dx;(6)

J�l;r;m;k =

Z 1

0

xkr+k�1

(1� xk)m
� (� log x)l dx;(7)

unde k; l; r; m sunt numere întregi, ob̧tinând expresii ce coņtin valori ale funçtiei
multiple zeta a lui Euler-Zagier şi ale funçtiei multiple extinse zeta (vezi [3], [5]):
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De�ni̧tie 4. Numim funçtie multipl¼a � a lui Euler-Zagier funcţia complex¼a :

(8) � l (s1; s2; :::; sl) =
X

n1>n2>n3>:::>nl�1

1

ns11 � ns22 ::: � n
sl
l

;

unde însumarea se face dup¼a toate valorile întregi n1 > n2 > n3 > ::: > nl, cu l 2 N�:

De�ni̧tie 5. Numim funçtie multipl¼a extins¼a ~� funcţia complex¼a:

(9) ~� l (s1; s2; :::; sl;�1; �2; :::; �l) =
X

n1>n2>n3>:::>nl�1

�n11 � �n22 � ::: � �
nl
l

ns11 � ns22 � ::: � n
sl
l

; unde �i = �1:

În particular:

(10) ~� l (s1; s2; :::; sl) =
X

n1>n2>n3>:::>nl�1

�n11 � �n22 � ::: � �
nl
l

n
js1j
1 � njs2j2 � ::: � njsljl

;

unde l 2 N�; s1; s2; :::; sl 2 Z�; �j = signum (sj) :

Cazuri particulare ale acestor expresii au fost cunoscute de L. Euler, ele coņtinând
numai valori ale funçtiei zeta într-o singur¼a variabil¼a. Ele se g¼asesc în cartea lui I. S.
Gradzhteyn şi I. M. Ryzhyk , de exempluZ 1

0

1

1 + x
� log xdx = ~�1 (�2) = �

�2

12
; (formula 4.231.1)(11) Z 1

0

1

1� x
� log xdx = ��1 (2) = �

�2

6
; (formula 4.231.2)(12)

Sumele lui Euler-Zagier, ce apar în de�ni̧tiile funçtiilor zeta, ocup¼a un rol important
în teoria nodurilor şi teoria câmpurilor cuantice. Formulele legate de aceste integrale
pot s¼a �e g¼asite cu ajutorul algoritmului PSLQ, sau cu pachetul de identi�care a con-
stantelor, realizat in Maple. Demonstra̧tiile sunt date sub forma unor teoreme sau
corolare:

Teorema 6. Fie k; r şi l numere întregi, k; l; r � 0; l � 1: Atunci:

I�k;l;r;1 =

Z 1

0

(� log (1� x))k

1� x
� xr (� log x)l dx

= �k!l!
X

n1>n2>n3>:::>nk+1�1

(�1)n1

(n1 + r)l+1 � n2 � n3 � ::: � nk+1
:

Corolar 7. Fie k şi l numere întregi, k � 0; l � 1: Atunci :

I�k;l;0;1 =

Z 1

0

(� log (1� x))k

1� x
� (� log x)l dx = �k!l!~�k+1 (� (l + 1) ; f1gk) ;

şi

I+k;0;0;1 =

Z 1

0

(� log (1 + x))k

1 + x
dx = �k!~�k+1 (�1; f1gk) :
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Corolar 8. Fie k şi l numere întregi, k � 0; l � 1: Atunci:

I�k;l;1;1 =

Z 1

0

(� log (1� x))k

1� x
� x (� log x)l dx

= k!l!

0@~�k+1 (� (l + 1) ; f1gk)� X
n1=n2>n3>:::>nk+1�1

(�1)n1

(n2 + 1)
l+1 � n2 � n3 � ::: � nk+1

1A ;

iar

I+k;0;1;1 =

Z 1

0

(� log (1 + x))k

1 + x
� xdx

= k!

0@~�k+1 (�1; f1gk) + X
n1=n2>n3>:::>nk+1�1

(�1)n1
(n2 + 1) � n2 � n3 � ::: � nk+1

1A :

În particular

I�0;l;1;1 =

Z 1

0

1

1� x
� x (� log x)l dx = l!

�
~� (� (l + 1))� 1

�
, unde l 2 N�

I+0;0;1;1 =

Z 1

0

1

1 + x
� xdx = ~� (�1) + 1 = 1� log (2) ,

I�1;l;1;1 = �
Z 1

0

log (1� x)

1� x
� x (� log x)l dx

= �l!
�
�2 (l + 1; 1)� l � 1 +

Xl+1

i=2
� (i)

�
; unde l 2 N�

I+1;l;1;1 = �
Z 1

0

log (1 + x)

1 + x
� x (� log x)l dx

= �l!
�
~�2 (�l � 1; 1) + l + 1 + 2~� (�1) +

Xl+1

i=2

~� (�i)
�
; unde l 2 N

Corolar 9. Fie l şi r numere întregi, l � 1; r � 0: Atunci:

(13) I�0;l;r;1 =

Z 1

0

xr

1� x
� (� log x)l dx = l! (�1)r+1

 
~� (� (l + 1))�

rX
n1=1

(�1)n1

nl+11

!
:

iar

I+0;0;r;1 =

Z 1

0

xr

1 + x
dx = (�1)r+1

 
~� (�1)�

rX
n1=1

(�1)n1
n1

!
:

Teorema 10. Fie k r,şi l numere întregi, k; r � 0; l � 1: Atunci:

I�k;l;r;0 =

Z 1

0

(� log (1� x))k � xr (� log x)l dx

= k!l!
X

n1>n2>n3>:::>nk�1

(�1)n1

(n1 + r + 1)l+1 � n1 � n2 � n3 � ::: � nk
;
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iar

I+k;0;r;0 =

Z 1

0

(� log (1 + x))k � xrdx

= k!
X

n1>n2>n3>:::>nk�1

(�1)n1
(n1 + r + 1) � n1 � n2 � n3 � ::: � nk

:

În particular

I+1;0;r;0 = �
Z 1

0

log (1 + x) � xrdx =
1X
n1=1

(�1)n1
(n1 + r + 1) � n1

=

(
2
r+1

log (2) + Sr dac¼a r = 2p

�Sr dac¼a r = 2p+ 1
;

unde Sr = 1
r+1

Xr+1

i=1

(�1)i
i
şi p 2 Z:

Teorema 11. Fie k; r; l şi m numere întregi, k; l; r � 0; m; l � 1: Atunci:

I�k;l;r;m =

Z 1

0

(� log (1� x))k

(1� x)m
� xr (� log x)l dx =

rX
i=0

(�1)i
�
r

i

�
I�l;k;i�m;0:

Corolar 12. Fie l num¼ar întreg. Pentru l � 1 :

I�1;l;0;0 = �
Z 1

0

log (1� x) � (� log x)l dx = l!
1X
n1=1

1

(n1 + 1)
l+1 � n1

= l!

 
l + 1�

l+1X
i=2

� (i)

!
;

iar pentru l � 0 :

I+1;l;0;0 = �
Z 1

0

log (1 + x) � (� log x)l dx = �l!
1X
n1=1

(�1)n1

(n1 + 1)
l+1 � n1

= l!

 
l + 1 + ~� (�1) +

l+1X
i=1

~� (�i)
!
:

Teorema 13. Fie l;m; r; k num¼ar întreg, l;m; r � 1; k � 2: Atunci:

J�l;r;m;k =

Z 1

0

xkr+k�1

(1� xk)m
� (� log x)l dx = 1

kl+1
I�0;l;r;m:

Corolar 14. Fie l num¼ar întreg, l � 1: Atunci:

J�l;0;1;2 =

Z 1

0

x

1� x2
� (� log x)l dx = 1

2l+1
I�0;l;0;1 = �

1

2l+1
l!~� (� (l + 1)) :
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Teorema 15. Fie r ,l, m1 şi m2 numere întregi, l;m1;m2 � 0. Atunci:

Il;r;m1;m2 =

Z 1

0

xr (� log x)l

(1� x)m1 (1 + x)m2
dx =

m1X
i=1

AiI
�
0;l;r;i +

m2X
j=1

BjI
+
0;l;r;j ,

unde Ai; Bj 2 R, i 2 f1; 2; :::;m1g, j 2 f1; 2; :::;m2g :

Corolar 16. Fie l num¼ar întreg, l � 1: Atunci:

Il;0;1;1 =

Z 1

0

1

1� x2
� (� log x)l dx = 1

2

�
I�0;l;0;1 + I+0;l;0;1

�
=
1

2
l!
�
� (l + 1)� ~� (�l � 1)

�
= l!

�
1� 1

2l+1

�
� (l + 1) :

Corolar 17. Fie l num¼ar întreg, l � 1: Atunci:

Il;1;1;1 =

Z 1

0

x

1� x2
� (� log x)l dx = 1

2

�
I�0;l;1;1 + I+0;l;1;1

�
=
1

2
l!
�
� (l + 1) + ~� (�l � 1)

�
=

1

2l+1
l!� (l + 1) :

Cu ajutorul integralelor de acest tip pot s¼a �e calculate, folosind Maple, rapid şi cu
mare precizie, valorile e�k+1 (� (l + 1) ; f1gk) ; k, l 2 Z; k > 0; l > 1. De exemplu,
(14) �4 (6; 1; 1; 1) =

(�1)3+5

� (4) �(6)

Z 1

0

log3 (1� x)

1� x
� log5 xdx

� :0001060902289102175205140559549145517589881:::

şi

(15) ~�4 (�6; 1; 1; 1) =
(�1)3+5+1

� (4) �(6)

Z 1

0

log3 (1 + x)

1 + x
� log5 xdx

� :000023721805349405091926870095513763279997383:::

O aplica̧tie interesant¼a a integralelor din acest subcapitol este cel studiat de Sondow
şi Sergey Zlobin , cu care au g¼asit formule de calcul ale unor integrale pe politopuri.

5. Calculul câtorva sume

În acest ultim capitol am analizat câteva tipuri de serii: sumele de tip BBP-
Ramanujan în conexiune cu seriile hipergeometrice, sumele de tip Euler şi subseriile
armonice de tip Kempner-Irwin.
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5.1. Sume de tip BBP-Ramanujan

Am reunit cele dou¼a tipuri de serii, de tip BBP şi Ramanujan, pentru care am
grupat mai multe metode de demonstrare a lor: cu ajutorul identit¼a̧tilor Machin, serii
BBP ale c¼aror sume sunt logaritmi, sau cu ajutorul identit¼a̧tilor scar¼a, ce coņtin valori
ale funçtiei polilogaritmice.

De�ni̧tie 18. Numim serie de tip BBP-Ramanujan , seria hipergeometric¼a de forma

(16)
1X
n=0

unxn
(a1)n (a2)n ::: (ap)n
(b1)n (b2)n ::: (bq)n

� P (n)
Q (n)

;

unde u = 1 sau u = �1; x; ai; bj 2 C, i 2 f1; 2; :::; pg ; j 2 f1; 2; :::; qg ; P;Q 2 C [X] ; Q
nu are r¼ad¼acini întregi pozitive şi cu simbolurile lui L. A. Pochhammer:

(17) (a)n = a (a+ 1) � ::: (a+ n� 1) = � (a+ n)

� (a)
:

Num¼arul x îl numim baz¼a.

Aceste serii pot � descoperite cu ajutorul algoritmului PSLQ. Pentru extinderile
binomiale ale seriilor BBP exist¼a integrale cu aceeaşi sum¼a, ce pot s¼a �e g¼asite cu
ajutorul calculatorului tot cu algoritmul PSLQ. Am prezentat algoritmul ce foloseşte la
ob̧tinerea unor constante într-o baza dat¼a, pornind de la o pozi̧tie dat¼a a cifrelor dup¼a
virgul¼a.

5.2. Serii hipergeometrice

Seriile hipergeometrice au fost studiate de muļti matematicieni (Mary Celine Fasen-
myler, R. W. Jr. Gosper, Doron Zeilbenger, etc.) construindu-se diveŗsi algoritmi de
calcul ce pot � g¼asi̧ti implementa̧ti în pachetul EKHAD, realizat în Maple . Ele sunt
cazuri particulare ale seriilor BBP-Ramanujan.
Cu ajutorul seriilor hipergeometrice se pot ob̧tine expresii ale sumelor de tip BBP-

Ramanujan. Astfel, aplicând în Maple pentru suma BBP sau pentru seria binomial¼a a
lui Apéry

>sum((4/(8*n+1)-2/(8*n+4)-1/(8*n+5)-1/(8*n+6))/(16^n), n=0..infinity);

>(5/2)*sum(((-1)^(n-1))/(binomial(2*n,n)*n^3), n=1..infinity);

ob̧tinem

(18) � =
X1

k=1

1

16k

�
4

8k + 1
� 2

8k + 4
� 1

8k + 5
� 1

8k + 6

�
=
47

15
5F4

�
1; 1

2
; 3
4
; 5
8
; 1
8

7
4
; 13
8
; 3
2
; 9
8

;
1

16

�
+

271

39312
5F4

�
2; 7

4
; 13
8
; 3
2
; 9
8

17
8
; 11
4
; 21
8
; 5
2

;
1

16

�
+

1

20944
5F4

�
3; 17

8
; 11
4
; 21
8
; 5
2

15
4
; 29
8
; 7
2
; 25
8

;
1

16

�
;

(19) � (3) =
5

2

X1

n=1

(�1)n�1�
2n
n

�
n3

=
5

4
4F3

�
1; 1; 1; 1

2; 2; 3=2
;�1
4

�
:
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5.3. Sume de tip Euler

Ultimile dou¼a subcapitole se refer¼a la dou¼a tipuri de serii cu convergeņt¼a lent¼a.
Primul tip, sume de tip Euler, este format din serii duble ce coņtin numerele armonice.
Datorit¼a convergeņtei lente pentru calculul cât mai precis este nevoie de un timp în-
delungat şi de computere cu putere mare de calcul. Astfel, Jonathan M. Borwein, David
H. Bailey, Roland Girgensohn, au reuşit s¼a g¼aseasc¼a diverse expresii pentru aceste for-
mule , folosind algoritmul PSLQ. În lucrarea de fa̧t¼a este dat¼a o metod¼a de demonstra̧tie
bazat¼a pe o funçtie numit¼a nucleu şi pe teorema reziduurilor a lui Cauchy.

5.4. Seriile de tip Kempner-Irwin

Seriile pe care le-am intitulat de tip Kempner-Irwin, sunt subserii ale celei armoni-
ce. Termenii acestor subserii sunt inversele unor numere ce respect¼a o condi̧tie asupra
cifrelor din care sunt formate într-o baz¼a dat¼a. O parte din rezultatele din acest capitol
se g¼asesc în [4].

De�ni̧tie 19. FieXm un şir dem � 0 cifre. Fie S� mulţimea tuturor numerelor întregi
pozitive care nu coņtin pe Xm, în scrierea în baza 10. Analog, not¼am S+ mulţimea tu-
turor numerelor întregi pozitive care coņtin pe Xm; iar S(p) mulţimea tuturor numerelor
întregi pozitive care coņtin pe Xm exact de p ori. Mai not¼am S(�p); mulţimea tuturor
numerelor întregi pozitive care coņtin peXm cel mult de p ori şi S(�p); mulţimea tuturor
numerelor întregi pozitive care coņtin pe Xm cel pu̧tin de p ori. Seriile

	�k;Xm =
X
s2S�

1

sk
; 	+k;Xm =

X
s2S+

1

sk
;(20)

	
(p)
k;Xm

=
X
s2S(p)

1

sk
; 	

(�p)
k;Xm

=
X

s2S(�p)

1

sk
;(21)

	
(�p)
k;Xm

=
X

s2S(�p)

1

sk
; unde k 2 N�;(22)

le numim de tip Kempner.
Dac¼a consider¼am o mulţime X, de şiruri de cifre, iar S, mulţimea numerelor care

respect¼a diverse condiţii, exprimate în cele cinci forme de mai sus. Seria

(23) 	k;X =
X
s2S

1

sk
; unde k 2 N�;

o numim de tip Irwin .

Este cunoscut c¼a seria armonic¼a este divergent¼a. Cu toate acestea unele serii de tip
Kempner-Irwin sunt convergente (de exemplu	�1;"9" =

P
s2S� 1=s, 	

(p)
1;"9" =

P
s2S(p) 1=s;

	
(�p)
1;"9" =

P
s2S(�p) 1=s). Pentru calculul acestor serii Robert Baillie , a construit un

algoritm implementat în Mathematica. De remarcat este faptul c¼a în baza doi seriile
de acest tip au o convergeņt¼a rapid¼a şi pot s¼a �e calculate uşor şi cu mare precizie în



5 CALCULUL CÂTORVA SUME 12

Maple. Am extins seriile Kempner-Irwin la serii Kempner-Irwin în forma logaritmic¼a,
ele �ind tot convergente, de exemplu

(24) 
�1;"9" =
X
s2S�

1

s ln s
' 3:41067:::;

unde S� este muļtimea tuturor numerelor întregi pozitive care nu coņtin cifra 9.
Spre �nalul capitolul este studiat¼a convergeņtei unor şiruri de sume de tip Kempner-

Irwin:

Teorema 20. a) Fie Xm un şir cu m cifre ce are perioada p.

(25) Xm = " d1d2:::dpd1d2:::dp:::d1d2:::dp| {z }
m=kp cifre

".

Fie 	�Xm suma de 1=s unde s nu conţine şirul Xm. Atunci

(26) lim
m!1

	�1;Xm
10m

=
10p

10p � 1 log 10:

b) Fie Xm = "d1d2:::dm" un şir cu m cifre neperiodic. Fie 	�Xm suma de 1=s unde
s nu conţine şirul Xm. Atunci

(27) lim
m!1

	�1;Xm
10m

= log 10:

Teorema 21. a) Fie Xm un şir cu m cifre ce are perioada p.

(28) Xm = " d1d2:::dpd1d2:::dp:::d1d2:::dp| {z }
m=kp cifre

".

Fie 
�Xm suma de 1= (s ln s) ude s nu conţine şirul Xm. Atunci

(29) lim
m!1


�1;Xm
10m ln m

m�1
=

10p

10p � 1 :

b) Fie Xm = "d1d2:::dm" un şir cu m cifre neperiodic. Fie 
�Xm suma de 1= (s ln s)
unde s nu conţine şirul Xm. Atunci

(30) lim
m!1


�1;Xm
10m ln m

m�1
=

10p

10p � 1 = 1:

Urm¼atoarea teorem¼a este demonstrat¼a în [4]:

Teorema 22. Şirul
�
	
(r)
1;"89"

�
r2N�

descreşte şi

(31) lim
r!1

	
(r)
1;"89" ' 22:2176459:::;

unde

(32) 	
(r)
1;"89" =

X
s2S(r)

1

s

şi S(r) este mulţimea numerelor întregi pozitive ce se termin¼a în 8 şi conţin pe "89"
exact de r ori.
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