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1. Introducere

Lucrarea de fata, dupa cum este si intitulata, se refera la studiul integralelor si
seriilor, aflandu-se la frontiera dintre analiza matematica si informatica. Integralele
si seriile sunt utilizate in diverse domenii ale gtiintei si tehnicii, in mecanica, fizica,
chimie, inginerie, aeronautica, astronomie, chimie, economie, biologie, etc. De exem-
plu, integralele eliptice sunt utilizate in dinamica unui punct material supus la legaturi,
in aerodinamica supersonica, in expresia coeficientului de portanta a unei aripi delta
subtiri cu borduri de atac subsonice; integralele logaritmice fol p(z) - log (log (1/2)) dx,
cu p (z) functie rationald (vezi [1], [2]), sunt utilizate in fizica statistica si teoria lat-
icelor; integralele abeliene sunt folosite in geometria diferentiala; integralele de forma
fol " (1+x)"" - log" (14 2z) - log' zdz, [3] au valori stabilite in functie de valori ale
functiei zeta, functie folosita in fizica cuantica. Seriile de tip BBP-Ramanujan, hiper-
geometrice, euleriene, diverse subserii armonice, sunt utilizate in calculul unor constante
cu mare precizie, in diverse baze de numeratie, de exemplu numarul 7, care a framantat
mintile multor matematicieni incd din timpuri stravechi, sau numéarul exp (1), sau val-
orile functiei zeta, in diversele ei forme, [3], etc. Seriile de puteri ( Taylor, Laurent, sau
Puisieur) precum si seriile Fourier au, de asemeni, o utilizare mare in toate domeniile
unde se utilizeaza analiza matematica.

2. Relatia intreaga si algoritmul PSLQ

In acest capitol am definit notiunea de relatie intreagi a unui vector dat si am
trecut in revista evolutia diversilor algoritmi (algoritmul lui Euclid, LLL, HJLS, PSLQ,
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Multi-Pair) cu care poate fi obtinutd. Am adaptat algoritmii pentru limbajul Maple
7 in scopul utilizarii lor. Programul sursa al acestora se afla in Anexa B, impreuna
cu unele aplicatii ale acestora. La sfarsitul capitolului sunt indicate diverse pachete
software alternative, in care se gasesc implementari ale acestor algoritmi.

Notam K multimea numerelor reale, complexe sau de cuaternioni si cu O (K) multimea
intregilor ordinari, intregilor lui Gauss sau intregii lui Hamilton.

Definitie 1. Un vector © = (x1, 23, ..., x,) din K" spunem cd este in relatie intreaga
dacd existd un vector m = (mq, ma,...m,) € O (K)" ,m # 0, astfel incat

(1) miry + mexs + ... + myx, = 0.
Vectorul nenul m se numeste relatie intreaga pentru x.

Exemple:
1) z = (2/3, 1/2, 5/6), m= (1, 2, —2);
2) z=(a, m, e, 1), m= (=72, 54, —63, 8), unde o = —37/4 — 7e/8 + 1/9.

3. Cateva aplicatii ale relatiei intregi

Capitolul incepe cu justificarea folosirii diversilor algoritmi in determinarea relatiei
intregi, precum si insotirea acestora cu demonstratii riguroase. Relatiile, descoperite
cu ajutorul calculatorului, pot fi adevarate pana la un numar de zecimale, de aceea
se impune demonstrarea riguroasa a lor. Totusi relatii aproximative pot sa fie folosite
in alte domenii ale stiintei (in fizica, economie, geografie, in diverse analize statistice
de trend), in care un numar suficient de zecimale este suficient. Un exemplu elocvent
este folosirea numarului 7, care in antichitate in functie de necesitati, a fost aproximat
cu un numar intreg si apoi pe masura cresterii nevoilor de precizie, odata cu evolutia
societatii, a ajuns sa fie folosit cu din ce in ce mai multe zecimale exacte. Primul
algoritm de calcul al acestui numar este dat de Arhimede din Siracusa (287-212 1. Hr.)
ce folosegte metoda exhaustiva a lui Fudoziu (3 +10/71 <7 <3+ 1/7).

Sunt analizate cateva aplicatii ale relatiei intregi: recunoasterea unor constante nu-
merice, gasirea polinomulur minimal si obtinerea de identitati. De recunoasterea con-
stantelor numerice s-au ocupat diversi matematicieni si informaticieni realizdnd pachete
de programe. Un astfel de pachet este Inverse Symbolic Calculator (ISC) ce se géseste
la adresa: http : //oldweb.cecm.s fu.ca/projects/1SC/ISCmain.html.

In lucrare am folosit un pachet de programe realizat de Alain Meichsner intr-o ver-
siune Maple, pe care am adaptat-o pentru versiunea Maple 7 si care ofera o multime
de facilitati. Pachetul contine trei liste de constante B;, Bs, Bs, ce sunt modificate
in functie de necesitatile problemelor pe care le rezolvam. Astfel, am gasit valorile si
apoi am demonstrat pentru citeva integrale logaritmice, o integrala exponentiala, o

1

clasd de integrale si una de serii trigonometrice ce contin functia sinc (x) = 2~ ' sin ().
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Sunt analizate doua integrale duble, propuse in revista American Mathematical Montly,
problemele 11275 si 11277 din 2007, in demonstratia carora se afla cazuri particu-
lare ale unor integrale generalizate in capitolul IV. Tot la "Recunoagterea constantelor
numerice" sunt studiate serii binomiale ale lui Lehmer si cele de tip Apéry. Roger
Apéry, in 1979, a folosit o astfel de serie pentru demonstrarea irationalitatii constantei
¢ (3) =37, 1/n?, fapt pentru care a fost numitd constanta lui Apéry. Gasirea polino-
mului minimal este o aplicatie imediata a algoritmului LLL fiind utila in algebra. Am
ales doua exemple semnificative pe care le-am insotit cu demonstratii.

Subcapitolul "Obtinerea de identitati" are ca exemplificare doua tipuri: identitat:
de tip Machin si identitali de tip scara, utilizate in capitolul 5, in scopul obtinerii
de sume de tip BBP-Ramanujan. Identitatile de tip Machin sunt combinatii liniare
intregi de valori ale functiei arctangente. Denumirea provine de la cel care a obtinut
prima data o astfel de identitate, in 1706, in scopul calcularii rapide i cu cit mai
multe zecimale a numéarului 7. Am realizat citeva programe in Maple 7 de depistare
a lor, cu care am obtinut liste de astfel de identitati. Demonstrarea acestora este
elementara. Identitatile de tip scara sunt combinatii liniare intregi de valori ale functiei
polilogaritmice Li, (z) = > 2 2" /r", cu |z| < 1, si produse de valori ale functiei zeta
si puteri ale functiei logaritmice naturale. Identitati de acest tip au fost descoperite
pentru prima data de L. Euler in 1768, si de J. Landen in 1780, , iar apoi studiul
teoretic a fost facut de L. Lewin in 1991, . Cu ajutorul algoritmului PSLQ am gasit o
multime de astfel de expresii, acestea gasindu-se in anexa D.

In continuare sunt exemplificate dou# identitti cu serii: seria BBP si formula lui
Bill Gosper. Prima a fost gasita prin metode experimentale, cu ajutorul algoritmului
PSLQ), de catre David Bailey, Peter Borwein si Simion Plouffe in 1995 . Valoarea acestei
serii este data de faptul ca ajuta la calcularea numarului 7, in baza hexagesimala,
incepand de la o hexagesimals dats, nefiind nevoie de cunoasterea celor precedente. In
Maple, am realizat un program de calcul a unui numar mare de hexagesimale pentru
numarul 7, bazat pe aceasta serie. Ea se gaseste in anexa C. Dupa descoperirea seriei
BBP, au aparut si altele de acest tip in scopul gasirii unor metode de calcul pentru alte
constante, cu cat mai multe zecimale exacte (vezi capitolul 5). Formula lui Bill Gosper
este o serie binomiala care poate fi folosita pentru calculul lui 7. O demonstratie a
acestei formule foloseste functia Beta (5 (r,s) = fol 21 (1 — 2)* " dx i valori ale seriei
polilogaritmice transformand seria intr-o integrala rationala.

4. Calculul catorva integrale

Capitolele 4 si 5 formeaza nucleul acestei lucrari, primul se refera la studiul inte-
gralelor iar cel de al doilea este rezervat seriilor. In aceste capitole se regiisesc rezultate
publicate in reviste de specialitate. Capitolul 4 cuprinde trei subcapitole importante:
integrarea functiilor elementare, o aplicatie a seriilor L ale lui Dirichlet si folosirea
functiei multiple zeta.
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4.1. Integrarea functiilor elementare

Acest subcapitol este o introducere referitoare la calculul integralelor in care sunt
mentionate rezultate ale lui Niels H. Abel, Joseph Liouville, D. Mordukhai-Boltovskoi
si ale lui Joseph-Fels Ritt, precum cazuri in care anumite integrale sunt elementare (de
exemplu, integralele Cebasev), sau nu sunt elementare (de exemplu, integralele eliptice,
sau unele integrale exponentiale sau logaritmice). In urmstoarele doud subcapitole am
studiat tipuri de integrale logaritmice ale caror valori depind de valorile unor functii
hipertrascedentale: functia gamma (hipertranscedentalitate demonstrata de O. Holder,
in 1887) si functia zeta (D. Hilbert, in 1900, a aratat hipertranscedentalitatea functiei
zeta a lui Riemann).

4.2. O aplicatie a seriilor L ale lui Dirichlet

Pentru integralele de tipul

2) I, = /0 Lo 11X_ ;q) LA (m%) d,

unde y_, este caracter Dirichlet (mod ¢), pe care le-am prezentat la al 6-lea Congres
al Matematicienilor Roméani, de la Bucuresti, din 28 iunie - 4 iulie, 2007 [1], precum

si in [2], pot si fie gésite cu ajutorul calculatorului diverse expresii in valorile functiei
gamma. De exemplu,

V3 / V33 1X 153 (n) 2"

1
—1715 _3 = Inln —dx
™

(1 —215) x

_/1 Vi@ T to o) lnlnld:c
o 7(

24+ x4+1)(@® —a"+ad—at4 a3 —a+1) x

()

Pentru aceste tipuri de integrale am demonstrat doua teoreme ce justificd aceste
formule:

Teorema 2. Dacd x_, este caracter primitiv impar (mod A) atunci :

A-1 X
1 Z X-A (n> " 1
(3) A= / =l Inln —dz

0 1—ab x

T2 9
\/lg In <%) daca A =3

_ mln (%@ﬁ) daca A =

A-1
\/LZ{IHZW_;XA(T)IDF(i)} daca A >4



4 CALCULUL CATORVA INTEGRALE 5

Teorema 3. Daca x_,_a este caracter impar (mod q) indus de caracterul primitiv
impar x_, (mod A) atunci :

q—1
12 Xoga (n)a™
n=1 Inln —dx

1
4) [_,_ A=
e e ;

~ X_a(p)lnp X_a (p)
= [ 12t Elxs) p_—AX (p) 11 (1 N _2 ) ’
p/q -8 p/q
pprim p prim
unde
7/ (3V3) daca A =3
/4 daca A =4
(5) L (17X—A) = A—l/ ’

— = n-x_a(n) daca A >4
S D IRIRING

Dupa cum se vede in expresia functiei din care se calculeaza integrala se gasesc
valorile caracterului y a lui Dirichlet. De aceea se impune cunoasterea valorilor aces-
tei functii. Am construit un program cu numele Lag, in Maple 7, cu ajutorul caruia
am gasit aceste valori, pe care le-am grupat in mai multe tabele in anexa A, a acestei
lucrari. Tabele contin valorile caracterelor primitive modulo |A| < 40 si cele ale car-
acterelor impare induse modulo |g| < 40, de caracterele primitive modulo |A| < 40.
Metoda folosita pentru gasirea formulelor, cu ajutorul calculatorului, se bazeaza pe pa-
chetul prezentat in subcapitolul "Recunoasterea constantelor numerice" din capitolului
3. Am obtinut astfel, o lista de integrale, ce poate sa fie extinsa oricind. De integrale
asemanatoare s-a ocupat V. Adamchik, cu aplicatii in probleme de fizica statistica si
teoria laticelor, precum si Baxter, Temperley si Ashley, in probleme de colorare a grafu-
rilor. Adamchik a gasit formule ce contin valorile functiei digamma ¢ (s) =T7 (s) /T (s)
si ale derivatei partiale a functiei zeta a lui Hurwitz ¢ (s,z) = OC(s,z)/0s, unde
C(s,2) = > 2 (n+2)", cu Res > 1,0 < z < 1. Medina si Moll, au gasit
alte formule, pe care le-am aranjat mai structurat. Acestea sunt expresii ce contin
functia polilogaritmica Li(s,z) = Y >~ a™n~%, |z| < 1 ¢i de derivata partiald a acesteia
Li" (s, 2) = 9 Li(s, z) /0s.

4.3. Folosirea functiei multiple zeta in calculul unor integrale

In acest ultim subcapitol am studiat integrale de tipul

(6) + _ /0 (_ 10g<1ix))

k,l,r,m (1 + x)m

2" (—logx) du,

N 1 xkr-‘rk—l .
(7) Jl,r,m,k = ; m . (— 10g33) dill',

unde k, [, r, m sunt numere intregi, obtindnd expresii ce contin valori ale functiei
multiple zeta a lui Euler-Zagier si ale functiei multiple extinse zeta (vezi [3], [5]):
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Definitie 4. Numim functie multipla ¢ a lui Euler-Zagier functia complexa :

(8) Cl (517827“'731) = Z 51 ! TRl

nit-nyt...-my
n1>na2>n3>...>n;>1

unde insumarea se face dupa toate valorile intregi ny > ng > ng > ... > ny, cul € N*.

Definitie 5. Numim functie multipld extinsi ¢ functia complexa:

o't oh? o)
- . _ 1 Y2 et _
(9) ¢ (s1,89,...,8;01,09,...,0,) = E TR 5> unde o; = £1.
ni>na>n3z>..>n;>1
In particular:
ni no ny
~ oyt -0yt 0
_ § : 1 2 !

(10) Cl (817827"'781) - Is1] |s2] [s:]

ni>ne>ng>..>n>1 101 T et Ty

unde | € N*, 51,89, ...,8 € Z*,0; = signum (s;) .

Cazuri particulare ale acestor expresii au fost cunoscute de L. Euler, ele continand
numai valori ale functiei zeta intr-o singura variabila. Ele se gasesc in cartea lui I. S.
Gradzhteyn si I. M. Ryzhyk , de exemplu

1 1 B 2
(11) / 11z logzdr = (4 (-2) = —%, (formula 4.231.1)
0
1 1 7T2
(12) / : logadr = —((2) = e (formula 4.231.2)
0 — T

Sumele lui Euler-Zagier, ce apar in definitiile functiilor zeta, ocupa un rol important
in teoria nodurilor si teoria cAmpurilor cuantice. Formulele legate de aceste integrale
pot sa fie gasite cu ajutorul algoritmului PSLQ, sau cu pachetul de identificare a con-
stantelor, realizat in Maple. Demonstratiile sunt date sub forma unor teoreme sau
corolare:

Teorema 6. Fie k,r si | numere intregi, k,l,v > 0, [ > 1. Atunci:

+ /1 (—log (1+))"

_ 2" (—1 l
1o " (—logz) dx

k1l T

SR
= Fk!l! > —

(ny+7)""ngng - .- '
n1>ne>ng>..>ng 1 >1 np+r T2 " T3« e Tl

Corolar 7. Fie k gi | numere intregi, k > 0, [ > 1. Atunci :

+ ' (—log (1+a))"
[k‘,l,o,l = 1+ ¢

(=logx) dr = FEUC, ., (F(1+1),{1},);

si

N / (—log (1+2))"

Ik,o,o,l = 1+ dr = _k!ék—i-l (—17 {1}k)
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Corolar 8. Fie k gi | numere intregi, k > 0, [ > 1. Atunci:

L (Zlog (1 +2))*
= [ SO g

1+=zx
5 y
=k G (FU+1),{1},) £ 3 m( ) |
ni=na>n3>...>nk41>1 (n2 + 1) cNg NGt et Mg
iar
' (—log (1 +a))"
Ilj,O,l,l :/0 -2 - xdx
y g
= B G (<1, {13) + S (=1

=g >na> k1 >1 (nQ + ].) “No N3+ oov * Ny 1

In particular

1
1 -
Ia:l,l,lz/o\ 1:':3:' $(_10g$) 'T_l‘ <C( (l+]—)):|:].>, uﬂdelEN*

1
1 ~

Yog (1 —
[1,1,1,1:_/0 M-x(—loga:)ldx

1—=zx
I+1
— <C2(l+1,1)—l—1+2i2(’(i)),undelEN*

"log (1 +2)
It = =T L
1,1,1,1 /0 1+ r (—logx) dx

:—u(@(——11)+z+1+2< +ZC ),undeléN

Corolar 9. Fiel si r numere intregi, [ > 1, r > 0. Atunci:

T

1) - | 1ftx-<—logx>lda::u<¢1>r“(E<:F<z+1>>—2(HFQ?)-

ni=1 nl

iar

1 " 1 [ - r (_1)711
fao,r,l—/o Cde = (1) (<<—1>—z - )

ni=1

Teorema 10. Fie k r,si [ numere intregi, k,r > 0, | > 1. Atunci:
1
o= [ (-log(£0)" o (~loga)'do
0

(F)™
= k! > = ,

n1>ne>ng>.. >np>1 (nl + T + 1) Ty - Ng N3 - ... - N
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iar

1
Lm0 = /0(—10g(1+9€))k-xrdx

(=™
— .
Z (ny+7r+1)-ny-ng-ng- .. ny

ni>na2>n3>...>np>1

In particular

1 = ()"
IlJf07r,0:_/0 log (1+x)-2"dx = Z (np+r+1)-nm
ni=1

:{ —glog(2) + S, daca r=2p

=S, daca r=2p+1

r+1 i
mde S, = 5>l sipe

=1

Teorema 11. Fie k,r, [ si m numere intregi, k,l,7 > 0; m, [ > 1. Atunci:

= [ S0 ) (Ctoga) de =3 (-1) (7).
0 —7) i=0
Corolar 12. Fie |l numar intreg. Pentrul > 1 :
Illooz—/llog(l—x)-(—loga:)ldx:l!i 1z
0 el (n1+1)+1 ny

— 1l (l+1—i§(i)>,

iar pentrul > 0 :

1 o 4 -
100 = —/0 log (14 ) (—logz) dr = 1! (=1)

(711 + 1)l+1

ni=1
. 41
=1 <Z+1+<<—1>+Z<<—z’>> :
Teorema 13. Fie [, m,r, k numar intreg, [, m,r > 1,k > 2. Atunci:
J:I:

1 xk?‘+k 1 ; 1 n
lLrm,k /0 m ) (_ IOg ZL’) dr = WIU,I,T‘,M.

Corolar 14. Fie [ numar intreg, | > 1. Atunci:

1
x I 1 1 -
Jﬁ),u:/o s (—loga) do = S Ty = F gl (F (1))
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Teorema 15. Fie r ,l, m; si mo numere intregi, [, my, my > 0. Atunci:

1
2" (—log z)' _
Il,r,ml,m2:/0 (1_ ) (1+$ ZAIOZTZ+ZB 0,l,r7

unde A;, By € R, i€ {1,2,....,m1}, j € {1,2,...,ma}.

Corolar 16. Fie [ numar intreg, | > 1. Atunci:

(I l
Lipig = (—logx) dx =
0

1 2 ([(;l,o,l + 15170,1)
1
— ! (
2 C

+1)={(-1-1))

= N

:u<1—%>g(z+1).

Corolar 17. Fie | numar intreg, | > 1. Atunci:

(]O_Z11+10111)

= %u (co+n+(-1-1)= 2l+lzig (1+1).

l\DI»—t

1—22

1
x
Liiaa =/ -(—log:v) dx
0

Cu ajutorul integralelor de acest tip pot sa fie calculate, folosind Maple, rapid si cu
mare precizie, valorile (., (£(l+1),{1},), k,l € Z, k > 0,1 > 1. De exemplu,

(14) ¢,(6,1,1,1) = -log® zdx

(_1)3+5 1 10g3 (1 . I)
F(4)F(6)/0 11—z

~ .0001060902289102175205140559549145517589881...

-log® zdx

(15) y(=6,1,1,1) = = n /1 log? (1 + )

I (4)T(6) 1+
~ .000023721805349405091926870095513763279997383....

O aplicatie interesanta a integralelor din acest subcapitol este cel studiat de Sondow
si Sergey Zlobin , cu care au gasit formule de calcul ale unor integrale pe politopuri.

5. Calculul catorva sume

In acest ultim capitol am analizat cateva tipuri de serii: sumele de tip BBP-
Ramanujan in conexiune cu seriile hipergeometrice, sumele de tip Fuler si subseriile
armonice de tip Kempner-Irwin.
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5.1. Sume de tip BBP-Ramanujan

Am reunit cele doua tipuri de serii, de tip BBP si Ramanujan, pentru care am
grupat mai multe metode de demonstrare a lor: cu ajutorul identitatilor Machin, serii
BBP ale caror sume sunt logaritmi, sau cu ajutorul identitatilor scara, ce contin valori
ale functiei polilogaritmice.

Definitie 18. Numim serie de tip BBP-Ramanujan , seria hipergeometrica de forma
S g @0 02)s - a), P (0
— (b1),, (b2),, - (bg), @ (n)’
unde u =1sauu=—1; x,a;,b; € C,i € {1,2,...,p}, j €{1,2,...,q}; P,Q e C[X], Q
nu are raddcini intregi pozitive si cu simbolurile lui L. A. Pochhammer:
I'(a+n)

[(a)

(16)

(17) (a),=a(a+1)-..(a+n—-1)=
Numarul x il numim baza.

Aceste serii pot fi descoperite cu ajutorul algoritmului PSLQ. Pentru extinderile
binomiale ale seriilor BBP exista integrale cu aceeasi suma, ce pot sa fie gasite cu
ajutorul calculatorului tot cu algoritmul PSLQ. Am prezentat algoritmul ce foloseste la
obtinerea unor constante intr-o baza data, pornind de la o pozitie data a cifrelor dupa
virgula.

5.2. Serii hipergeometrice

Seriile hipergeometrice au fost studiate de multi matematicieni (Mary Celine Fasen-
myler, R. W. Jr. Gosper, Doron Zeilbenger, etc.) construindu-se diversi algoritmi de
calcul ce pot fi gasiti implementati in pachetul EKHAD, realizat in Maple . Ele sunt
cazuri particulare ale seriilor BBP-Ramanujan.

Cu ajutorul seriilor hipergeometrice se pot obtine expresii ale sumelor de tip BBP-
Ramanujan. Astfel, aplicand in Maple pentru suma BBP sau pentru seria binomiala a
lui Apéry
>sum( (4/(8*n+1)-2/(8*n+4)-1/(8*n+5)-1/(8*n+6))/(16"n), n=0..infinity) ;
>(5/2) *sum(((-1) " (n-1))/(binomial (2*n,n)*n"3), n=1..infinity);

obtinem

(18) W—ZOO 1 4 2 1 1
N k=116F \8k+1 8k+4 8k+5 8k+6

47 1,351 271 2,7 1339
5F4[ 721348983_}+ 5F4l17411 2125'_]
8 2
1 2

- 1= 3
15 A RET 16 39312

5 (="' 5 1,1,1,1 1
(19) O =53, = g o aamii
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5.3. Sume de tip Euler

Ultimile doua subcapitole se refera la doua tipuri de serii cu convergenta lenta.
Primul tip, sume de tip Euler, este format din serii duble ce contin numerele armonice.
Datorita convergentei lente pentru calculul cdt mai precis este nevoie de un timp in-
delungat si de computere cu putere mare de calcul. Astfel, Jonathan M. Borwein, David
H. Bailey, Roland Girgensohn, au reusit sa gaseasca diverse expresii pentru aceste for-
mule , folosind algoritmul PSLQ. In lucrarea de fati este dati o metodd de demonstratie
bazata pe o functie numita nucleu si pe teorema reziduurilor a lui Cauchy.

5.4. Seriile de tip Kempner-Irwin

Seriile pe care le-am intitulat de tip Kempner-Irwin, sunt subserii ale celei armoni-
ce. Termenii acestor subserii sunt inversele unor numere ce respecta o conditie asupra
cifrelor din care sunt formate intr-o baza data. O parte din rezultatele din acest capitol
se gasesc in [4].

Definitie 19. Fie X,, un sir dem > 0 cifre. Fie S~ multimea tuturor numerelor intregi
pozitive care nu contin pe X,,, in scrierea in baza 10. Analog, notam S multimea tu-
turor numerelor intregi pozitive care contin pe X,,, iar S multimea tuturor numerelor
intregi pozitive care contin pe X,, exact de p ori. Mai notam S=P), multimea tuturor
numerelor intregi pozitive care contin pe X,, cel mult de p ori si SZP), multimea tuturor
numerelor intregi pozitive care contin pe X,, cel putin de p ori. Seriile

1 1
(20) ‘I’;Z;xm = Z Sk \Ill—:;Xm = Z Sk

SES™ seSt
® L < 1
(21) Vi, = D Y. = D
seS) scS(<p)
1
(22) \I!,%?En = Z - unde k € N*,
SES(ZP)

le numim de tip Kempner.
Daca consideram o multime X, de siruri de cifre, iar S, multimea numerelor care
respectd diverse conditii, exprimate in cele cinci forme de mai sus. Seria

1
(23) Upx = Z — unde k € N*,
s

o numim de tip Irwin .

Este cunoscut ca seria armonica este divergenta. Cu toate acestea unele serii de tip
Kempner-Irwin sunt convergente (de exemplu W ,.q = > o 1/s, \Ilgf',?g” = sesm 1/,
\IJF? = Y ses(<m 1/5). Pentru calculul acestor serii Robert Baillie , a construit un
algoritm implementat in Mathematica. De remarcat este faptul ca in baza doi seriile

de acest tip au o convergenta rapida si pot sa fie calculate usor si cu mare precizie in
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Maple. Am extins seriile Kempner-Irwin la serii Kempner-Irwin in forma logaritmica,
ele fiind tot convergente, de exemplu

1
24 Qg = ~ 3.41067...
(24) 179 Z slns ’

sesS—

unde S~ este multimea tuturor numerelor intregi pozitive care nu contin cifra 9.
Spre finalul capitolul este studiata convergentei unor siruri de sume de tip Kempner-
Irwin:

Teorema 20. a) Fie X, un sir cu m cifre ce are perioada p.

(25) X =7 dydy...dpdydy..d,...dyds...d, 7

TV
m=kp cifre

Fie Uy suma de 1/s unde s nu contine sirul X,,. Atunci

Uy 107
26 li S — log 10.
(26) moso 10m 100 —1 0
b) Fie X,, = "d1d;...d,,” un sir cu m cifre neperiodic. Fie ¥y suma de 1/s unde
s nu contine sirul X,,,. Atunci
U x
27 lim —== = log 10.
(27) mee 10m O
Teorema 21. a) Fie X,, un sir cu m cifre ce are perioada p.
(28) Xy =" d1ds...dpdids...dy...d1ds...d), "

m=kp cifre

Fie 0y suma de 1/ (slns) ude s nu contine sirul X,,. Atunci

Qrx 107
29 li T = .
(29) oo 107 In 2= 107 — 1

b) Fie X,,, = "dydy...d,,” un gir cu m cifre neperiodic. Fie (0 ~suma de 1/ (sIns)
unde s nu contine sirul X,,,. Atunci
Q. 107

30 I i =1
(30) oo 107 In 2 107 — 1

Urmadtoarea teorema este demonstrata in [4]:

Teorema 22. Sirul (lﬂgi,?gg,,)rew descreste si

(31) lim W, ~ 22.2176459...,
unde
: 1
(32) Tl = > g
s€8(r)

si S) este multimea numerelor intregi pozitive ce se termind in 8 si contin pe ”89”
exact de r ori.
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