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Introducere

In ultimii ani, structurile reziduate au devenit populare In computer science
deoarece s-a inteles ca ele joaca un rol fundamental in logica fuzzy. Originea laticilor
reziduate se gaseste in Logica Matematica fara contractii. Ele au fost investigate
de Krull ([69]), Dilworth ([38]), Ward si Dilworth ([96]), Ward ([95]), Balbes si
Dwinger ([2]) si Pavelka ([79]).

In afari de interesul lor pentru logica, laticile reziduate sunt interesante prin
proprietatile lor algebrice (vezi [7], [21], [38], [46], [68], [78], [95], [96]). Idziak
probeaza in [57], ca clasa laticilor reziduate este ecuationala. In literatura de spe-
cialitate, aceste latici poartd mai multe nume: BCK- latici in [51], BCK- algebre
pline in [69], FLey- algebre in [T7], si integral, reziduated, comutativi I-monoizi in
(8].

Logica BL (Basic Logic) este o logica reziduata cu mai multe valori introdusa
de Héjek in [51]. Logica Monoida (ML), introdusa de Héhle ([55]), este o logica
care algebrizeaza clasa laticilor reziduate; MT'L algebrele (vezi [41]) sunt structuri
algebrice pentru logica MT'L a lui Esteva-Godo un calcul propozitional cu mai multe
valori care formalizeaza structura intervalului real unitate [0, 1], indusa de o t-norma
continua. MTL algebrele au fost independent introduse in [43] sub numele de BL-
algebre slabe (weak-BL algebre).

Reamintim ([43]) ca laticile reziduate necomutative (numite si latici pseudo-
reziduate, latici bireziduate sau latici reziduate generalizate ) sunt algebre

(A, N\, V, 0, —,~,0,1) de tipul (2,2,2,2,2,0,0) satisficind urmatoarele conditii:
(A, A, V,0,1) este latice marginita; (A, ®, 1) este monoid si x ® y < z daca gi numai
dacd x <y — z daca gi numai daca y < x ~» z pentru orice z,y, z € A.

Pseudo BL— algebrele au fost introduse in [39] ca extensii necomutative pentru
BL—algebrele lui Hajek. Pseudo BL—algebrele sunt latici reziduate marginite si
necomutative (A, A, V, ®, —, ~, 0, 1) satisfacind conditia de pseudo-divizibilitate: xA
y=(r—>y)Ox =20 (r~ y)side pseudo-preliniaritate : (x — y)V (y — =) =
(x~y)V(y~zx)=1

Pornind de la aceste doua conditii s-au desprins doua directii de a extinde pseudo
BL—algebrele. O directie investigheaza laticile reziduate necomutative marginite
satisfacind conditia de pseudo-divizibilitate, studiate sub numele de latici (marginite)
divizibile pseudo - reziduate sau Rl - monoizi marginiti. A doua directie se ocupa
de studiul laticile reziduate necomutative marginite satisfacind conditia de pseudo-
preliniaritate, altfel zis, pseudo MT L— algebre.

Principalul scop al tezei este de a caracteriza laticea sistemelor deductive a unei
latici reziduate, laticile reziduate arhimedeene si hiperarhimedeene si de a dezvolta o
teorie a localizarii pentru MTL - algebre precum si a extinde aceasta teorie la cazul
necomutativ al pseudo MTL - algebrelor.



2 Introducere

O remarcabila constructie din teoria inelelor este inelul de localizare Ax asociat
unei topologii Gabriel F peste inelul A; pentru anumite chestiuni legate de intelesul
termenului de localizare avem in vedere Capitolul IV : Localizarea din cartea lui N.
Popescu de Categorii abeliene, [85].

In cartea lui Lambek [73] la pagina 36 se introduce notiunea de inel complet
de cituri al unui inel comutativ ca un caz particular de inel de localizare (relativ la
idealele dense).

Pornind de la exemplul inelelor, J. Schmid in [89], [90] intoduce notiunea de
latice maximala de cituri pentru o latice distributiva cu ajutorul multiplicatorilor
definiti de Cornish in [32], [33].

Tot dupa modelul inelului de localizare de la inele (vezi [45]), in [47] este definita
pentru o latice distributiva marginita L laticea de localizare Ly of L relativa la o
topologie F pe L si se arata ca laticea maximala de cituri a unei latice distributive
este de fapt o latice de localizare (relativa la topologia idealelor requlate).

Aceeasi teorie este valabild gi pentru laticea de fractii a unei latice distributive
cu 0 si 1 relativa la un sistem A - inchis (vezi [10]).

O teorie a localizarii pentru algebre Hilbert gi Hertz a fost realizata in [12];
pentru cazul algebrelor Heyting vezi [34], pentru cazul MV si pseudo M V-algebrelor
vezi [14], [22], [81], pentru cazul BL si pseudo BL-algebrelor vezi [18], [20], [81]
iar pentru LMn-algebrelor vezi [25].

Alte aspecte in legatura cu notiunea de localizare se gasesc in lucrarile [75], [86],
[87].

Rezultatele originale cuprinse in teza pot fi gasite in mai multe articole, publicate
sau in curs de publicare: [23], [62], [63] si [82]-[84].



Capitolul 1 : Latici reziduate

Primul capitol contine anumite rezultate originale relative la laticile reziduate
comutative. Rezultatele originale sunt continute in articolele [23], [63] si [84].
O latice reziduata ([7], [92]) este o algebra (A, A, V,®,—,0,1) de tipul (2,2,2,2,0,0)
satisfacind urmatoarele axiome:
(LRy) (A, A, V,0,1) este latice marginita,
(LR2) (A,®,1) este monoid comutativ;
(LR3) ® si — formeaza o pereche de adjunctie, adica ¢ < a — b daca si numai
daca a ® ¢ < b pentru orice a,b,c € A.

In aceastd tezi simbolurile = si < sunt utilizate pentru implicatia logica si
echivalenta logica.

Exemple clasice de latici reziduate sunt structurile Lukasiewicz, Produs, Gédel
si algebrele Boole. De asemenea prezint in teza si doua exemple de latici reziduate
care nu sunt distributive.

Clasa RL a laticilor reziduate este ecuationala, in conformitate cu ([57]).

O latice reziduata (A, A, V,®,—,0,1) se numeste BL-algebra (vezi ([92])) daca
urmatoarele identitati au loc in A :

(BL1) z® (x — y) = x Ay (divizibilitatea);
(BL2) (x — y) V (y — x) = 1 (preliniaritatea).

Structurile Lukasiewicz, G6del si Produs sunt BL— algebre dar nu orice latice
reziduata este o BL-algebra (vezi [92], p.16).

O latice reziduata (A, A,V,®,—,0,1) este o MV-algebra ([92]) daca si numai
daca satisface conditia : (zr — y) — y = (y — x) — x, pentru orice z,y € A.

Pe orice latice reziduata A ordinea naturala determina o structura de latice cu 0
si 1 notata cu L(A) iar centrul unei latice reziduate, notat B(A) este algebra Boole
a elementelor complementate ale laticei L(A).

Reamintim proprietati cunoscute ale laticilor reziduate dar demonstram si citeva
rezultate noi, gi stabilim conexiuni intre laticile reziduate si algebrele Hilbert.

Pentru o latice reziduata A vom nota cu Ds(A) laticea sistemelor sale deduc-
tive. Laticea (Ds(A),C ) este complet Brouweriana (deci distributiva), elementele
compacte fiind chiar sistemele deductive principale ale lui A.

Pentru doua sisteme deductive Dy, Dy € Ds(A) definim

DlﬁDgz{aeA:Dlﬂ[a)ng},

astfel ca (Ds(A),V,A,—,{1}, A) devine o algebrd Heyting , in care pentru D €
Ds(A).

D*=D—-0=D—{l}={ze€A:xVy=1, pentru orice y € D}.

Teorema 1.39 caracterizeaza laticile reziduate pentru care laticea sistemelor de-
ductive este algebra Boole:
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Daca A este o latice reziduatd, atunci urmatoarele conditii sunt echivalente:

(1) (Ds(A),V,N*, {1}, A) este algebra Boole,
(i) Orice sistem deductiv al lui A este principal $i pentru orice a € A, existd
n > 1 astfel incit aV (a™)* = 1.

Pentru laticea Ds(A) (care este distributiva) vom nota prin Spec(A) multimea
tuturor elementelor inf-ireductible (finite) (Spec(A) se numeste spectrul lui A) si prin
Ire(A) multimea tuturor elementelor (complet) inf-ireductible ale laticei Ds(A).

In tezi pun in evidenta caracterizari pentru elementele inf-ireductibile si complet
inf-ireductibile ale lui Ds(A) in Propozitia 1.46., Corolarele 1.47., 1.48. si Teorema
1.49. :

Pentru un sistem deductiv propriu P € Ds(A) urmadatoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

(i) P € Spec(A),
(ii) Pentru orice x,y € A\P exista z € A\P astfel incit x < z g1 y < z,
(7i1) Daca x,y € A i < x >N <y >C P, atunci * € P sau y € P (unde
< x> este sistemul deductiv principal al lui A generat de x),
(iv) Pentru orice x,y € A/P,x # 1,y # 1, exista z € A/P,z # 1 astfel incit
S [T
(v) Pentru orice D € Ds(A),D — P =P sau D C P.

Relativ la unicitatea scrierii sistemelor deductive ca intersectie de sisteme de-
ductive prime avem urmatorul rezultat:

Teorema 1.51. Daca orice D € Ds(A) are o unica reprezentare ca intersectie
de elemente din Spec(A), atunci (Ds(A),V,N\,*,{1}, A) este o algebra Boole.

Un sistem deductiv D € Ds(A), D # A se numeste mazimal relativ la un element
a dacd a ¢ D si daca D' € Ds(A) este propriu astfel incit a ¢ D' gi D C D/, atunci
D=D.

Despre aceste sisteme deductive avem rezultatele:

Corolar 1.53. Pentru orice a € A,a # 1, exista un sistem deductiv D, mazimal
relativ la a .

Teorema 1.54. Pentru D € Ds(A), D # A urmdtoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

(1) D e Irc(A),
(ii) Exista a € A astfel incit D este mazimal relativ la a.

Teorema 1.55. Fie D € Ds(A),D # A si a € A\D. Atunci urmdatoarele sunt
echivalente:

(i) D este mazimal relativ la a,
(7i) Pentru orice x € A\D exista n > 1 astfel incit 2™ — a € D.
si
Corolar 1.56. Pentru D € Ds(A), D # A, urmdatoarele sunt echivalente:
(1) D € Irc(A),
(74) In multimea A/D\{1} existd un element p # 1 cu proprietatea cda pentru
orice v € A/D\{1} exista n > 1 astfel incit " < p.
Un sistem deductiv al lui A este sistem deductiv prim minimal daca P € Spec(A)
si pentru orice Q € Spec(A) cu Q C P sa avem P = Q.
Am obtinut ca:
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Propozitia 1.57. Daca P este un sistem deductiv prim minimal, atunci pentru
orice a € P exista b € A\P astfel incit a Vb= 1.

Reamintim ca un element a din A se numeste infinitesimal dacid a # 1 si a™ > a*,
pentru orice n > 1; notind prin Inf(A) multimea elementelor infinitesimale ale lui
A si prin Rad(A) intersectia sistemelor deductive maximale ale lui A, obtinem:

Corolarul 1.66. Inf(A) C Rad(A).

In final introducem notiunile de latice reziduati arhimedeani si hiperarhimedeans
si demonstram o teorema de tip Nachbin pentru latici reziduate.

O latice reziduata A se numeste arhimedeand daca sunt satisficute conditiile
echivalente ale Lemei 1.67:

Lema 1.67. In orice latice reziduata A urmdatoarele sunt echivalente:

(i) Pentru orice a € A,a™ > a* pentru orice n > 1 implica a = 1;
(74) Pentru orice a,b € A,a™ > b* pentru orice n > 1 implica a V b = 1;

(731) Pentru orice a,b € A,a™ > b* pentru orice n > 1 implica a — b = b si

b—a=a.

Este ugor de remarcat ca o latice reziduata este arhimedeana daca si numai daca
nu are elemente infinitesimale.

Un element a al unei latice reziduate A se numeste arhimedean daci satisface
conditia: exista n > 1, astfel incit a™ € B(A).

O latice reziduata A se numeste hiperarhimedeana daca toate elementele sale
sunt arhimedeene. Orice latice reziduata hiperarhimedeana este arhimedeana; daca
A este hyperarhimedeand, atunci pentru orice sistem deductiv D, laticea reziduata
A/D este arhimedeana.

Avem urmatorul rezultat:

Teorema 1.70. Pentru o latice reziduatd A urmdtoarele sunt echivalente:

(i) A este hiperarhimedeand,

(7i) Spec(A) = Max(A),

(731) Orice sistem deductiv prim este prim minimal.

si o teorema de tip Nachbin pentru latici reziduate:

Teorema 1.71. Pentru o latice reziduat@ A urmdatoarele sunt echivalente:
(i) A este hiperarhimedeand,

(73) (Spec(A),C) este neordonat.






Capitolul 2 : Localizari de MT'L -algebre

Capitolul 2 este dedicat localizarii MT L-algebrelor.

Rezultatele originale sunt continute in [82] si [83].

Reamintim ca o MT L-algebra ([41]) este o latice reziduata satisfacind conditia
de preliniaritate:
(MTL) (z —y)V(y —»x)=1.

Orice latice reziduata lant este o MT L— algebra.

O MTL— algebra A este o BL— algebra daca in A este verificata divizibilitatea:
x® (r — y) =x Ay. Deci, BL— algebrele sunt exemple de MT L— algebre.

Reamintim proprietati de baza ale MT'L— algebrelor si demonstram altele noi
utile in continuare.

Daca A este o MT L— algebra vom nota prin B(A) multimea elementelor booleene
din L(A).

Introducem in acest capitol notiunea de MT L-algebra de fractii relativa la un
sistem A-inchis.

Pentru un sistem A-inchis S C A (1 € Ssix,y € Simplica zAy € S) consideram
congruenta 6g definita prin:

(x,y) € Og daca si numai daca exista e € SN B(A) astfel incit z Ae =y Ae.

Pentru z € A notam prin z/S clasa de echivalenta a lui = relativa la fg si cu
AlS]| = A/0s. In A[S],0=0/S5,1 =1/S si pentru orice z,y € A,
z/SNy/S=(xNy)/S,x/SVy/S=(xVy)/S
z/S©y/S=(x0y)/Sz/F—y/S=(x—y)/S
Atunci A[S] = A/0g verifica urméatoarea proprietate de universalitate:
Teorema 2.5. Dacd A’ este o MT L-algebra si f : A — A’ un morfism de

MT L-algebre astfel incit f(S N B(A)) = {1}, atunci exista un unic morfism de
MTL-algebre f': A[S] — A" astfel incit urmatoarea diagrama

A B AlS

N <

f '
AI

este comutativa (adica f' opg = f), unde ps : A — A[S] este morfismul surjectiv
canonic de MT L— algebre.

Acest rezultat ne sugereaza sa numim A[S] ca MT L-algebra de fractii relativa
la sistemul A-inchis S. Daca MTL— algebra A este in particular o BL— algebra,
atunci A[S] este o BL— algebra.

Urmind exemplul inelelor si constructia lui J. Schmid din ([89], [90]) mintoduce
notiunea de MT L-algebra mazimala de cituri cu ajutorul multiplicatorilor tari.

7
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Notam cu I(A) multimea idealelor ordonate ale MT L— algebrei L(A) :
I(A)={I CA:daca z,y € A,z <ysiy € I,atunci x € I}.

Prin multiplicator partial tare pe A intelegem o functie f: I — A, cu I € I(A),
ce satisface urmatoarele axiome:

(smMTLy) fle®x)=e® f(z), pentru orice e € B(A) si x € I;

(smMTLsy) z® (x — f(x)) = f(z), pentru orice x € I;

(smMTLs) Daca e € I N B(A), atunci f(e) € B(A);

(smMTLy) xAf(e) =eA f(x), pentru orice e € INB(A) siz € I (denotat ci ez € T
deoarece e ®x < e Az < ).

Din smMT Ly deducem (smMTLs) : f(x) < x, pentru orice x € I;

Daca A este o BL algebra, atunci smMT Ly este o consecinta a lui smMT Ls.

Prin dom(f) € I(A) notam domeniul lui f; dacad dom(f) = A, vom spune ca f
este total.

Pentru simplificarea limbajului, prin multiplicator tare vom desemna multiplica-
torul partial tare, folosind total pentru a indica faptul ca domeniul multiplicatorului
tare este A.

Functiile 0,1 : A — A definite prin 0(z) = 0 si 1(z) = x, pentru orice x € A
sunt multiplicatori totali tari pe A. Pentru a € B(A) si I € I(A) functia f, : [ — A
definita prin f,(z) = a A z, pentru orice x € I este multiplicator tare pe A (numit
multiplicator principal tare ). Daca dom(f,) = A, notam f, prin f, .

Pentru I € I(A), notam

M(I,A)={f:1— A| f este multiplicator tare in A}

si
M(A) = IG%J(A)M(I, A).
Daca I,1s € I(A) si fZ M(I;, A),i = 1,2, atunci
filx) © [z — fa(z)] = fo(z) © [a: — fi(z )] pentru orice z € I1N Is.

Pentru Iy, Iy € I(A) si f; € M(I;,A),i = 1,2, definim f1 A fa, f1V fo, f1 @ fo,
flwfg:IlﬁIQ—nélprin

(i A fo)(x) = fi(z) A fa(w),
(frV fo)(x) = fi(z) V fa(z),
]

(fi @ fo)(@) = fi(2) © [ — fo(@)] "ET fo2) © [& — fi()],
(f1 ~ fo)(x) =2 O [fi(z) — fao(z)],

pentru orice x € I1N Is.

Obtinem :

Propozitia 2.14. (M(A),A,V,®,~,0,1) este o MT L-algebra.

Functia v : B(A) — M(A) definit prin va(a) = f, pentru orice a € B(A) este
un monomorfism de M T L-algebre.

O multime nevida a unei latice reziduate I C A se numeste regulatd daca pentru
orice z,y € A, x ANe =y A e pentru orice e € [ N B(A), implica z = y.

Notam prin

M,(A) ={f € M(A) : dom(f) € I(A) N R(A)},

unde
R(A) ={I C A: I este submultime regulata a lui A}.
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Pe M, (A) consideram congruenta p4 definita prin
(f1, f2) € p4 daca si numai daca fisi fo coincid pe intersectia domeniilor lor.

Pentru f € M,(A) cu I = dom(f) € I(A) N R(A), vom nota prin [f, ] clasa de
echivalenta a lui f modulo p, iar prin A” = M,.(A)/p, , care este o algebra Boole
(vezi Remarca 2.14.).

Fie 74 : B(A) — Q(A) definitd prin va(a) = [f,, A] pentru orice a € B(A).
Atunci:

(i) U4 este morfism de MTL algebre;
(ii) Pentru orice a € B(A), [f., A] € B(A");
(iii) TA(B(A)) € R(A").

Deoarece pentru orice a € B(A), f, este unicul multiplicator tare maximal din
[fa, A] putem identifica [f,, A] cu f,. Deci, 7 fiind injectie, elementele lui B(A) pot
fi identificate cu elemente ale multimii { f, : a € B(A)}.

Vom introduce notiunile de MT L-algebra de fractii si MT L-algebra mazimald
de cituri si vom proba existenta acesteia.

Daca A este o MTL algebra, o MT L-algebra F' se numeste MT L-algebrd de
fractii a lui A daca:

(fr— MTLy) B(A) este o MTL subalgebra a lui F’;
(fr — MTLy) Pentru orice o’,b',c € F,a' # V', exista e € B(A) astfel cae ANa’ #eAb i
eNcd € B(A).

Convenim sa notam prin A =< F faptul ca F' este MT L-algebra de fractii a lui
A.

Q(A) se numeste MT L-algebra mazimald de cituri a lui A dacd A < Q(A) si
pentru orice MT' L-algebra F' cu A < F, existda un morfism injectiv de MT L-algebre
i F— Q(A).

Daca A < F, atunci F este algebra Boole deci gi Q(A) este algebra Boole.

Un important rezultat este:

Teorema 2.25 A” este MTL algebra maximald de cituri Q(A) a lui A.

Vom introduce pe o MTL - algebra notiunea de topologie asemanator cu cazul
cazul inelelor sau laticelor distributive. Vom studia notiunile de MTL - algebra de
localizare si MTL - algebrd de localizare tare a unei MTL— algebre A relativ la
topologia F de pe A; le vom nota pe acestea prin Ar si s — Ar i vom proba ci
MTL - algebra maximala de cituri si MTL - algebra de fractii relativa la un sistem
A— Inchis sunt MTL - algebre de localizare tari.

Vom defini notiunea de F— multiplicator, unde F este o topologie pe MT L—
algebra A.

O multime nevida F de elemente I € I(A) se numeste topologie pe A daca sunt
satisfacute urmatoarele conditii:

(top1) daca Iy € F,Io € I(A) si I} C I, atunci I, € F ,
(topa) pentru I1,Io € F ,avem Iy N[z € F .

F -multiplicatorii vor fi utilizati in constructia MTL— algebrei de localizare
Ar relativ la topologia F .
Definim congruenta 6 pe A prin:

(x,y) € O < daca exista I € F astfel ca e A x = e Ay pentru orice e € I N B(A).
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Un F— multiplicator este o functie f: I — A/0z, unde I € F si pentru orice z € I
and e € B(A) sunt satisfacute urmatoarele axiome:
(mMTLy) fleox)=¢/0r N f(x)=¢/0r ® f(x),
(mMTLsy) /0F © (z/0Fr — f(x)) = f(z) .
Prin M (I, A/0 ) desemnam multimea tuturor F— multiplicatorilor cu domeniul
IeFsi
M(A/0F) = M(I,A/0F).
(4/0F) = U M(I,A/07)

Dacd I, Is € F , Iy C Iz avem aplicatia canonica ¢y, 1, : M (2, A/0F) — M(I1,A/0F)
definita prin ¢, 1, (f) = fir, pentru f € M(I2, A/0F).
Consideram sistemul direct de multimi

({M(I,A)05)}Y1er {01, 1, 1 beF nCh)

si notam prin Ar limita inductiva in categoria multimilor:

Ay = imM(I, A/0F).
IeF

—

Pentru un F— multiplicator f : I — A/0r vom nota prin (I, f) clasa de
echivalenta a lui f in Ar. - -

Daca f;: I; — A/0F ,i=1,2, sunt F— multiplicatori, atunci (I3, f1) = (I2, f2)
(in AF) daca si numai daca existd I € F , I C Iy N Iy astfel incit fi; = fy1-

Fie fi : I, — AJ0fr , (cu I; € F, i = 1,2), F— multiplicatori. Consideram
funct;iile f1 A fg, f1 V fg, f1 ® fg, f1 — fg LNy — A/G]: definite prin

(finfo)(x) = fi(z) A fa(z), (fr V f2)(z) = fi(z) V fa(z),
(1 © f2)(@) = fi(2) © [2/85 — fo(2)] "ES fola) © [2/0F — fi(2))],
(fi = f2)(@) = 2/0F © [fi(z) — fal@)],

pentru orice x € I1 N Is, si fie

(11/,\f1) A (Iz/E) = (L ﬂﬂA fg),(h/ﬁ) Y (Iz/E) = (L ﬂﬂv f2),
(I, 71) ® (o, fo) = (LN T, f1 © fo), (T1, 1) — (I, f2) = (I N I, f1 — fa).

—

Astfel, (A, A, Y, ®,—,0 = (4,0),1 = (A/,\l)) devine o MT L-algebra numita
MTL— algebra de localizare a lui A relativ la topologia F .

Pentru a obtine MTL - algebra maximala de cituri Q(A) ca o MTL -algebra de
localizare relativa la o topologie F vom dezvolta o noua teorie a multiplicatorilor
(adaugind doua noi axiome F- multiplicatorilor pe care i vom numi F-multiplicatori
tari ).

Aceste doua noi axiome sunt:

(mMTLs3) Daca e € I N B(A), atunci f(e) € B(A/0r),
(mMTLy) (x/0F5) A f(e) = (e/0£) A f(z), pentru orice e € INB(A) si z € I.

Analog cu cazul F— multiplicatorilor daca lucram cu F— multiplicatori tari
obtinem o MT L— subalgebra a lui Ax notata prin s — Ar si numita MT L— algebra
de localizare tare a lui A relativ la topologia F.

De asemenea, vom descrie MT L-algebra de localizare Ax in anumite cazuri
speciale:

Daca consideram structura Lukasiewicz A = I = [0, 1] si F topologia F(I) =
{I' ¢ Z(A) : I C I'} atunci A nu este o algebra Boole.



Capitolul 2 : Localizari de MTL -algebre 11

Pentru F = Z(A) NR(A), s — Ar este exact MT L-algebra maximala de cituri
Q(A) alui A.

Daca Fg este topologia asociata unui sistem A— inchis S C A, atunci MTL-
algebra s — Ar este izomorfa cu B(A[S]).






Capitolul 3 : Localizari de Pseudo MTL - algebre

In acest capitol, dezvoltam - urmind modelul MTL -algebrelor - o teorie a lo-
calizarii pentru pseudo MT' L - algebre, generalizari necomutative ale acestora. Ideea
este de a generaliza pentru pseudo MT L— algebre notiunile de MT L— algebra a
multiplicatorilor, MTL— algebra de fractii si MT L— algebra maximala de cituri.
Structura, metodele si tehnicile sunt analoage celor din Capitolul 2 (dar nu identice,
regulile de calcul fiind destul de dificile).

Reamintim c& o pseudo MTL— algebra ([43]) este o algebra (A,A,V,®, —,~»
,0,1) de tipul (2,2,2,2,2,0,0) satisfacind urmatoarele axiome:

(psMTLy) (A, A,V,0,1) este o latice marginita relativ la ordinea <;

(psMTLs) (A, ®,1) este monoid;

(psMTLs3) x ©y < z daca gi numai daca z < y — z iff y < x ~» z, pentru orice
x,y, 2z € A

(psMTLy) (x - y)V(y — x)=(x~y)V(y~ x) =1, pentru orice x,y € A (pseudo-
preliniaritate).

Daca A satisface numai axiomele psMT Ly, psMT Lo, psMT L3 atunci A se numegte
latice pseudo reziduatd. Daca in plus pentru orice z,y € A pseudo MTL algebra A
satisface gi axioma

(psMTLs) (x — y)Ox =20 (x ~ y) = z Ay (pseudo-divizibilitatea), atunci A devine
o pseudo BL- algebra.

O pseudo MTL- algebra A se numeste comutativa daca operatia ® este comuta-
tivd. In acest caz operatiile — si ~» coincid, deci o pseudo-M T L algebra comutativa
este o MTL algebra.

In acest capitol prin A am notat universul unei pseudo M1 L— algebre iar prin
CA)={z€A: 20 (z~a) =(xr — a)®z, pentru orice a < x,a € A} (evident,
dacd A este o MT L— algebra sau o pseudo BL— algebra, atunci C(A) = A.)

De asemenea, vom nota prin Z(A) = {I C A : daca z,y € A,z < ysiy € I,
atunci x € I'} si prin Z/(A) = {I = JNC(A),J € Z(A)}.

Deci, in cazul pseudo MTL— algebrelor vom inlocui Z(A) prin Z'(A).

Daca A este o MTL— algebra sau o pseudo BL— algebra, atunci Z'(A) = Z(A)
este multimea idealelor ordonate ale lui A.

Rezultatele originale ale acestui capitol sunt continute in [62].

13






Capitolul 4 : Probleme deschise si noi directii de

cercetare

Acest capitol contine citeva probleme deschise din tematica tezei:

1.

Caracterizarea MT L-algebrelor A cu proprietatea ca Ds(A) este latice
Stone (respectiv, latice normala sau co-normala, MV algebra, LMn al-
gebra).

. Problema unicitatii (pina la un izomorfism) a MT L-algebrei (pseudo M T L-

algebrei) maximale de cituri Q(A) pentru o M T L-algebra A.

. O constructie non-standard a MT L-algebrei (pseudo MT L-algebrei) max-

imale de cituri ca in cazul laticilor (vezi [90]).
Un studiu al localizarii neutilizind centrul boolean.

. Translatarea anumitor proprietati ale sistemelor deductive in cazul idealelor

din inelele comutative.

si noi directii de cercetare:

1.

Dezvoltarea unei teorii a localizarii pentru latici reziduate (in cazul comu-
tativ si necomutativ).

. Un studiu al filtrelor pure si al topologiei stabile pe o latice reziduata.
. Obtinera unor descompuneri ortogonale pentru spatiul filtrelor prime ale

unei latici reziduate.
Extinderea la cazul necomutativ a rezultatelor obtinute in [23].

. Un studiu al filtrelor pure minimale ale unei latici reziduate.
. Studiul structurii MTL algebrei de localizare pentru algebra Lindenbaum-

Tarski a logicii MTL si reflectia proprietatilr logicii MTL in acesta struc-
tura algebrica.

. Studiul pentru o MTL algebra A a diferitelor tipuri de sisteme deductive

in Ar In conexiune cu cele din A.

. Studiul rezultatelor obtinute in acesta teza in conexiune cu alte domenii

ca: topologia, logica, informatica, etc.
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