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Introducere

În ultimii ani, structurile reziduate au devenit populare ı̂n computer science
deoarece s-a ı̂nţeles că ele joacă un rol fundamental ı̂n logica fuzzy. Originea laticilor
reziduate se găseşte ı̂n Logica Matematică fără contracţii. Ele au fost investigate
de Krull ([69]), Dilworth ([38]), Ward şi Dilworth ([96]), Ward ([95]), Balbes şi
Dwinger ([2]) şi Pavelka ([79]).

În afară de interesul lor pentru logică, laticile reziduate sunt interesante prin
proprietăţile lor algebrice (vezi [7], [21], [38], [46], [68], [78], [95], [96]). Idziak
probează ı̂n [57], că clasa laticilor reziduate este ecuaţională. În literatura de spe-
cialitate, aceste latici poartă mai multe nume: BCK- latici ı̂n [51], BCK- algebre
pline ı̂n [69], FLew- algebre ı̂n [77], şi integral, reziduated, comutativi l-monoizi ı̂n
[8].

Logica BL (Basic Logic) este o logică reziduată cu mai multe valori introdusă
de Hájek ı̂n [51]. Logica Monoidă (ML), introdusă de Hőhle ([55]), este o logică
care algebrizează clasa laticilor reziduate; MTL algebrele (vezi [41]) sunt structuri
algebrice pentru logica MTL a lui Esteva-Godo un calcul propoziţional cu mai multe
valori care formalizează structura intervalului real unitate [0, 1], indusă de o t-normă
continuă. MTL algebrele au fost independent introduse ı̂n [43] sub numele de BL-
algebre slabe (weak-BL algebre).

Reamintim ([43]) că laticile reziduate necomutative (numite şi latici pseudo-
reziduate, latici bireziduate sau latici reziduate generalizate ) sunt algebre

(A,∧,∨,¯,→,Ã, 0, 1) de tipul (2, 2, 2, 2, 2, 0, 0) satisfăĉınd următoarele condiţii:
(A,∧,∨, 0, 1) este latice mărginită; (A,¯, 1) este monoid şi x¯ y ≤ z dacă şi numai
dacă x ≤ y → z dacă şi numai dacă y ≤ x Ã z pentru orice x, y, z ∈ A.

Pseudo BL− algebrele au fost introduse ı̂n [39] ca extensii necomutative pentru
BL−algebrele lui Hájek. Pseudo BL−algebrele sunt latici reziduate mărginite şi
necomutative (A,∧,∨,¯,→, Ã, 0, 1) satisfăĉınd condiţia de pseudo-divizibilitate: x∧
y = (x → y) ¯ x = x ¯ (x Ã y) şi de pseudo-preliniaritate : (x → y) ∨ (y → x) =
(x Ã y) ∨ (y Ã x) = 1.

Pornind de la aceste două condiţii s-au desprins două direcţii de a extinde pseudo
BL−algebrele. O direcţie investighează laticile reziduate necomutative mărginite
satisfăĉınd condiţia de pseudo-divizibilitate, studiate sub numele de latici (mărginite)
divizibile pseudo - reziduate sau Rl - monoizi mărginiţi. A doua direcţie se ocupă
de studiul laticile reziduate necomutative mărginite satisfăĉınd condiţia de pseudo-
preliniaritate, altfel zis, pseudo MTL− algebre.

Principalul scop al tezei este de a caracteriza laticea sistemelor deductive a unei
latici reziduate, laticile reziduate arhimedeene şi hiperarhimedeene şi de a dezvolta o
teorie a localizării pentru MTL - algebre precum şi a extinde această teorie la cazul
necomutativ al pseudo MTL - algebrelor.
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2 Introducere

O remarcabilă construcţie din teoria inelelor este inelul de localizare AF asociat
unei topologii Gabriel F peste inelul A; pentru anumite chestiuni legate de ı̂nţelesul
termenului de localizare avem ı̂n vedere Capitolul IV : Localizarea din cartea lui N.
Popescu de Categorii abeliene, [85].

În cartea lui Lambek [73] la pagina 36 se introduce noţiunea de inel complet
de ĉıturi al unui inel comutativ ca un caz particular de inel de localizare (relativ la
idealele dense).

Pornind de la exemplul inelelor, J. Schmid ı̂n [89], [90] intoduce noţiunea de
latice maximală de ĉıturi pentru o latice distributivă cu ajutorul multiplicatorilor
definiţi de Cornish ı̂n [32], [33].

Tot după modelul inelului de localizare de la inele (vezi [45]), ı̂n [47] este definită
pentru o latice distributivă mărginită L laticea de localizare LF of L relativă la o
topologie F pe L şi se arată că laticea maximală de ĉıturi a unei latice distributive
este de fapt o latice de localizare (relativă la topologia idealelor regulate).

Aceeaşi teorie este valabilă şi pentru laticea de fracţii a unei latice distributive
cu 0 şi 1 relativă la un sistem ∧ - ı̂nchis (vezi [10]).

O teorie a localizării pentru algebre Hilbert şi Hertz a fost realizată ı̂n [12];
pentru cazul algebrelor Heyting vezi [34], pentru cazul MV şi pseudo MV -algebrelor
vezi [14], [22], [81], pentru cazul BL şi pseudo BL-algebrelor vezi [18], [20], [81]
iar pentru LMn-algebrelor vezi [25].

Alte aspecte ı̂n legătură cu noţiunea de localizare se găsesc ı̂n lucrările [75], [86],
[87].

Rezultatele originale cuprinse ı̂n teză pot fi găsite ı̂n mai multe articole, publicate
sau ı̂n curs de publicare: [23], [62], [63] şi [82]-[84].



Capitolul 1 : Latici reziduate

Primul capitol conţine anumite rezultate originale relative la laticile reziduate
comutative. Rezultatele originale sunt conţinute ı̂n articolele [23], [63] şi [84].

O latice reziduată ([7], [92]) este o algebră (A,∧,∨,¯,→, 0, 1) de tipul (2, 2, 2, 2, 0, 0)
satisfăĉınd următoarele axiome:

(LR1) (A,∧,∨, 0, 1) este latice mărginită;
(LR2) (A,¯, 1) este monoid comutativ;
(LR3) ¯ şi → formează o pereche de adjuncţie, adică c ≤ a → b dacă şi numai

dacă a¯ c ≤ b pentru orice a, b, c ∈ A.
În această teză simbolurile ⇒ şi ⇔ sunt utilizate pentru implicaţia logică şi

echivalenţa logică.
Exemple clasice de latici reziduate sunt structurile ÃLukasiewicz, Produs, Gődel

şi algebrele Boole. De asemenea prezint ı̂n teză şi două exemple de latici reziduate
care nu sunt distributive.

Clasa RL a laticilor reziduate este ecuaţională, ı̂n conformitate cu ([57]).
O latice reziduată (A,∧,∨,¯,→, 0, 1) se numeşte BL-algebră (vezi ([92])) dacă

următoarele identităţi au loc ı̂n A :
(BL1) x¯ (x → y) = x ∧ y (divizibilitatea);
(BL2) (x → y) ∨ (y → x) = 1 (preliniaritatea).

Structurile ÃLukasiewicz, Gődel şi Produs sunt BL− algebre dar nu orice latice
reziduată este o BL-algebră (vezi [92], p.16).

O latice reziduată (A,∧,∨,¯,→, 0, 1) este o MV -algebră ([92]) dacă şi numai
dacă satisface condiţia : (x → y) → y = (y → x) → x, pentru orice x, y ∈ A.

Pe orice latice reziduată A ordinea naturală determină o structură de latice cu 0
şi 1 notată cu L(A) iar centrul unei latice reziduate, notat B(A) este algebra Boole
a elementelor complementate ale laticei L(A).

Reamintim proprietăţi cunoscute ale laticilor reziduate dar demonstrăm şi ĉıteva
rezultate noi, şi stabilim conexiuni ı̂ntre laticile reziduate şi algebrele Hilbert.

Pentru o latice reziduată A vom nota cu Ds(A) laticea sistemelor sale deduc-
tive. Laticea (Ds(A),⊆ ) este complet Brouweriană (deci distributivă), elementele
compacte fiind chiar sistemele deductive principale ale lui A.

Pentru două sisteme deductive D1, D2 ∈ Ds(A) definim

D1 → D2 = {a ∈ A : D1 ∩ [a) ⊆ D2},
astfel că (Ds(A),∨,∧,→, {1}, A) devine o algebră Heyting , ı̂n care pentru D ∈
Ds(A),

D∗ = D → 0 = D → {1} = {x ∈ A : x ∨ y = 1, pentru orice y ∈ D}.
Teorema 1.39 caracterizează laticile reziduate pentru care laticea sistemelor de-

ductive este algebră Boole:
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4 Capitolul 1 : Latici reziduate

Dacă A este o latice reziduată, atunci următoarele condiţii sunt echivalente:

(i) (Ds(A),∨,∧,∗ , {1}, A) este algebră Boole,
(ii) Orice sistem deductiv al lui A este principal şi pentru orice a ∈ A, există

n ≥ 1 astfel ı̂nĉıt a ∨ (an)∗ = 1.

Pentru laticea Ds(A) (care este distributivă) vom nota prin Spec(A) mulţimea
tuturor elementelor inf-ireductible (finite) (Spec(A) se numeşte spectrul lui A) şi prin
Irc(A) mulţimea tuturor elementelor (complet) inf-ireductible ale laticei Ds(A).

În teză pun ı̂n evidenţă caracterizări pentru elementele inf-ireductibile şi complet
inf-ireductibile ale lui Ds(A) ı̂n Propoziţia 1.46., Corolarele 1.47., 1.48. şi Teorema
1.49. :

Pentru un sistem deductiv propriu P ∈ Ds(A) următoarele afirmaţii sunt echiva-
lente:

(i) P ∈ Spec(A),
(ii) Pentru orice x, y ∈ A\P există z ∈ A\P astfel ı̂nĉıt x ≤ z şi y ≤ z,

(iii) Dacă x, y ∈ A şi < x > ∩ < y >⊆ P, atunci x ∈ P sau y ∈ P (unde
< x > este sistemul deductiv principal al lui A generat de x),

(iv) Pentru orice x, y ∈ A/P, x 6= 1, y 6= 1, există z ∈ A/P, z 6= 1 astfel ı̂nĉıt
x ≤ z şi y ≤ z,

(v) Pentru orice D ∈ Ds(A), D → P = P sau D ⊆ P.

Relativ la unicitatea scrierii sistemelor deductive ca intersecţie de sisteme de-
ductive prime avem următorul rezultat:

Teorema 1.51. Dacă orice D ∈ Ds(A) are o unică reprezentare ca intersecţie
de elemente din Spec(A), atunci (Ds(A),∨,∧,∗ , {1}, A) este o algebră Boole.

Un sistem deductiv D ∈ Ds(A), D 6= A se numeşte maximal relativ la un element
a dacă a /∈ D şi dacă D′ ∈ Ds(A) este propriu astfel ı̂nĉıt a /∈ D′ şi D ⊆ D′, atunci
D = D′.

Despre aceste sisteme deductive avem rezultatele:
Corolar 1.53. Pentru orice a ∈ A, a 6= 1, există un sistem deductiv Da maximal

relativ la a .
Teorema 1.54. Pentru D ∈ Ds(A), D 6= A următoarele afirmaţii sunt echiva-

lente:

(i) D ∈ Irc(A),
(ii) Există a ∈ A astfel ı̂nĉıt D este maximal relativ la a.

Teorema 1.55. Fie D ∈ Ds(A), D 6= A şi a ∈ A\D. Atunci următoarele sunt
echivalente:

(i) D este maximal relativ la a,
(ii) Pentru orice x ∈ A\D există n ≥ 1 astfel ı̂nĉıt xn → a ∈ D.

şi
Corolar 1.56. Pentru D ∈ Ds(A), D 6= A, următoarele sunt echivalente:

(i) D ∈ Irc(A),
(ii) În mulţimea A/D\{1} există un element p 6= 1 cu proprietatea că pentru

orice x ∈ A/D\{1} există n ≥ 1 astfel ı̂nĉıt xn ≤ p.

Un sistem deductiv al lui A este sistem deductiv prim minimal dacă P ∈ Spec(A)
şi pentru orice Q ∈ Spec(A) cu Q ⊆ P să avem P = Q.

Am obţinut că:
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Propoziţia 1.57. Dacă P este un sistem deductiv prim minimal, atunci pentru
orice a ∈ P există b ∈ A\P astfel ı̂nĉıt a ∨ b = 1.

Reamintim că un element a din A se numeşte infinitesimal dacă a 6= 1 şi an ≥ a∗,
pentru orice n ≥ 1; not̂ınd prin Inf(A) mulţimea elementelor infinitesimale ale lui
A şi prin Rad(A) intersecţia sistemelor deductive maximale ale lui A, obţinem:

Corolarul 1.66. Inf(A) ⊆ Rad(A).
În final introducem noţiunile de latice reziduată arhimedeană şi hiperarhimedeană

şi demonstrăm o teoremă de tip Nachbin pentru latici reziduate.
O latice reziduată A se numeşte arhimedean ă dacă sunt satisfăcute condiţiile

echivalente ale Lemei 1.67:
Lema 1.67. În orice latice reziduată A următoarele sunt echivalente:
(i) Pentru orice a ∈ A, an ≥ a∗ pentru orice n ≥ 1 implică a = 1;

(ii) Pentru orice a, b ∈ A, an ≥ b∗ pentru orice n ≥ 1 implică a ∨ b = 1;
(iii) Pentru orice a, b ∈ A, an ≥ b∗ pentru orice n ≥ 1 implică a → b = b şi

b → a = a.

Este uşor de remarcat că o latice reziduată este arhimedeană dacă şi numai dacă
nu are elemente infinitesimale.

Un element a al unei latice reziduate A se numeşte arhimedean dacă satisface
condiţia: există n ≥ 1, astfel ı̂nĉıt an ∈ B(A).

O latice reziduată A se numeşte hiperarhimedeană dacă toate elementele sale
sunt arhimedeene. Orice latice reziduată hiperarhimedeană este arhimedeană; dacă
A este hyperarhimedeană, atunci pentru orice sistem deductiv D, laticea reziduată
A/D este arhimedeană.

Avem următorul rezultat:
Teorema 1.70. Pentru o latice reziduatăA următoarele sunt echivalente:
(i) A este hiperarhimedeană,

(ii) Spec(A) = Max(A),
(iii) Orice sistem deductiv prim este prim minimal.
şi o teoremă de tip Nachbin pentru latici reziduate:
Teorema 1.71. Pentru o latice reziduatăA următoarele sunt echivalente:
(i) A este hiperarhimedeană,

(ii) (Spec(A),⊆) este neordonat.





Capitolul 2 : Localizări de MTL -algebre

Capitolul 2 este dedicat localizării MTL-algebrelor.
Rezultatele originale sunt conţinute ı̂n [82] şi [83].
Reamintim că o MTL-algebră ([41]) este o latice reziduată satisfăĉınd condiţia

de preliniaritate:
(MTL) (x → y) ∨ (y → x) = 1.

Orice latice reziduată lanţ este o MTL− algebră.
O MTL− algebră A este o BL− algebră dacă ı̂n A este verificată divizibilitatea:

x¯ (x → y) = x ∧ y. Deci, BL− algebrele sunt exemple de MTL− algebre.
Reamintim proprietăţi de bază ale MTL− algebrelor şi demonstrăm altele noi

utile ı̂n continuare.
Dacă A este o MTL− algebră vom nota prin B(A) mulţimea elementelor booleene

din L(A).
Introducem ı̂n acest capitol noţiunea de MTL-algebră de fracţii relativă la un

sistem ∧-̂ınchis.
Pentru un sistem ∧-̂ınchis S ⊆ A (1 ∈ S şi x, y ∈ S implică x∧y ∈ S) considerăm

congruenţa θS definită prin:

(x, y) ∈ θS dacă şi numai dacă există e ∈ S ∩B(A) astfel ı̂nĉıt x ∧ e = y ∧ e.

Pentru x ∈ A notăm prin x/S clasa de echivalenţă a lui x relativă la θS şi cu
A[S] = A/θS . În A[S], 0 = 0/S, 1 = 1/S şi pentru orice x, y ∈ A,

x/S ∧ y/S = (x ∧ y)/S, x/S ∨ y/S = (x ∨ y)/S

x/S ¯ y/S = (x¯ y)/S, x/S → y/S = (x → y)/S.

Atunci A[S] = A/θS verifică următoarea proprietate de universalitate:
Teorema 2.5. Dacă A′ este o MTL-algebră şi f : A → A′ un morfism de

MTL-algebre astfel ı̂nĉıt f(S ∩ B(A)) = {1}, atunci există un unic morfism de
MTL-algebre f ′ : A[S] → A′ astfel ı̂nĉıt următoarea diagramă

A
pS−→ A[S]

↘
f

↙
f ′

A′

este comutativă (adică f ′ ◦ pS = f), unde pS : A → A[S] este morfismul surjectiv
canonic de MTL− algebre.

Acest rezultat ne sugerează să numim A[S] ca MTL-algebra de fracţii relativă
la sistemul ∧-̂ınchis S. Dacă MTL− algebra A este ı̂n particular o BL− algebră,
atunci A[S] este o BL− algebră.

Urmı̂nd exemplul inelelor şi construcţia lui J. Schmid din ([89], [90]) mintoduce
noţiunea de MTL-algebră maximală de ĉıturi cu ajutorul multiplicatorilor tari.
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8 Capitolul 2 : Localizări de MTL -algebre

Notăm cu I(A) mulţimea idealelor ordonate ale MTL− algebrei L(A) :

I(A) = {I ⊆ A : dacă x, y ∈ A, x ≤ yşi y ∈ I, atunci x ∈ I}.
Prin multiplicator parţial tare pe A ı̂nţelegem o funcţie f : I → A, cu I ∈ I(A),

ce satisface următoarele axiome:
(smMTL1) f(e¯ x) = e¯ f(x), pentru orice e ∈ B(A) şi x ∈ I;
(smMTL2) x¯ (x → f(x)) = f(x), pentru orice x ∈ I;
(smMTL3) Dacă e ∈ I ∩B(A), atunci f(e) ∈ B(A);
(smMTL4) x∧f(e) = e∧f(x), pentru orice e ∈ I∩B(A) şi x ∈ I (de notat că e¯x ∈ I

deoarece e¯ x ≤ e ∧ x ≤ x).
Din smMTL2 deducem (smMTL5) : f(x) ≤ x, pentru orice x ∈ I;
Dacă A este o BL algebră, atunci smMTL2 este o consecinţă a lui smMTL5.
Prin dom(f) ∈ I(A) notăm domeniul lui f ; dacă dom(f) = A, vom spune că f

este total.
Pentru simplificarea limbajului, prin multiplicator tare vom desemna multiplica-

torul parţial tare, folosind total pentru a indica faptul că domeniul multiplicatorului
tare este A.

Funcţiile 0,1 : A → A definite prin 0(x) = 0 şi 1(x) = x, pentru orice x ∈ A
sunt multiplicatori totali tari pe A. Pentru a ∈ B(A) şi I ∈ I(A) funcţia fa : I → A
definită prin fa(x) = a ∧ x, pentru orice x ∈ I este multiplicator tare pe A (numit
multiplicator principal tare ). Dacă dom(fa) = A, notăm fa prin fa .

Pentru I ∈ I(A), notăm

M(I, A) = {f : I → A | f este multiplicator tare ı̂n A}
şi

M(A) = ∪
I∈I(A)

M(I, A).

Dacă I1, I2 ∈ I(A) şi fi ∈ M(Ii, A), i = 1, 2, atunci
f1(x)¯ [x → f2(x)] = f2(x)¯ [x → f1(x)], pentru orice x ∈ I1∩ I2.
Pentru I1, I2 ∈ I(A) şi fi ∈ M(Ii, A), i = 1, 2, definim f1 ∧ f2, f1 ∨ f2, f1 ⊗ f2,

f1 Ã f2 : I1 ∩ I2 → A prin

(f1 ∧ f2)(x) = f1(x) ∧ f2(x),

(f1 ∨ f2)(x) = f1(x) ∨ f2(x),

(f1 ⊗ f2)(x) = f1(x)¯ [x → f2(x)] mtl−c7= f2(x)¯ [x → f1(x)],
(f1 Ã f2)(x) = x¯ [f1(x) → f2(x)],

pentru orice x ∈ I1∩ I2.
Obţinem :
Propoziţia 2.14. (M(A),∧,∨,⊗,Ã,0,1) este o MTL-algebră.
Funcţia vA : B(A) → M(A) definită prin vA(a) = fa pentru orice a ∈ B(A) este

un monomorfism de MTL-algebre.
O mulţime nevidă a unei latice reziduate I ⊆ A se numeşte regulată dacă pentru

orice x, y ∈ A, x ∧ e = y ∧ e pentru orice e ∈ I ∩B(A), implică x = y.
Notăm prin

Mr(A) = {f ∈ M(A) : dom(f) ∈ I(A) ∩R(A)},
unde

R(A) = {I ⊆ A : I este submulţime regulată a lui A}.
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Pe Mr(A) considerăm congruenţa ρA definită prin

(f1, f2) ∈ ρA dacă şi numai dacă f1şi f2 coincid pe intersecţia domeniilor lor.

Pentru f ∈ Mr(A) cu I = dom(f) ∈ I(A) ∩ R(A), vom nota prin [f, I] clasa de
echivalenţă a lui f modulo ρA iar prin A′′ = Mr(A)/ρA , care este o algebră Boole
(vezi Remarca 2.14.).

Fie vA : B(A) → Q(A) definită prin vA(a) = [fa, A] pentru orice a ∈ B(A).
Atunci:

(i) vA este morfism de MTL algebre;
(ii) Pentru orice a ∈ B(A), [fa, A] ∈ B(A′′);

(iii) vA(B(A)) ∈ R(A′′).

Deoarece pentru orice a ∈ B(A), fa este unicul multiplicator tare maximal din
[fa, A] putem identifica [fa, A] cu fa. Deci, vA fiind injecţie, elementele lui B(A) pot
fi identificate cu elemente ale mulţimii { fa : a ∈ B(A)}.

Vom introduce noţiunile de MTL-algebră de fracţii şi MTL-algebră maximală
de ĉıturi şi vom proba existenţa acesteia.

Dacă A este o MTL algebră, o MTL-algebră F se numeşte MTL-algebră de
fracţii a lui A dacă:

(fr −MTL1) B(A) este o MTL subalgebră a lui F ;
(fr −MTL2) Pentru orice a′, b′, c′ ∈ F, a′ 6= b′, există e ∈ B(A) astfel ca e ∧ a′ 6= e ∧ b′ şi

e ∧ c′ ∈ B(A).

Convenim să notăm prin A ¹ F faptul că F este MTL-algebra de fracţii a lui
A.

Q(A) se numeşte MTL-algebra maximală de ĉıturi a lui A dacă A ¹ Q(A) şi
pentru orice MTL-algebră F cu A ¹ F, există un morfism injectiv de MTL-algebre
i : F → Q(A).

Dacă A ¹ F , atunci F este algebră Boole deci şi Q(A) este algebră Boole.
Un important rezultat este:
Teorema 2.25 A′′ este MTL algebra maximală de ĉıturi Q(A) a lui A.
Vom introduce pe o MTL - algebră noţiunea de topologie asemănător cu cazul

cazul inelelor sau laticelor distributive. Vom studia noţiunile de MTL - algebră de
localizare şi MTL - algebră de localizare tare a unei MTL− algebre A relativ la
topologia F de pe A; le vom nota pe acestea prin AF şi s − AF şi vom proba că
MTL - algebra maximală de ĉıturi şi MTL - algebra de fracţii relativă la un sistem
∧− ı̂nchis sunt MTL - algebre de localizare tari.

Vom defini noţiunea de F− multiplicator, unde F este o topologie pe MTL−
algebra A.

O mulţime nevidă F de elemente I ∈ I(A) se numeşte topologie pe A dacă sunt
satisfăcute următoarele condiţii:

(top1) dacă I1 ∈ F , I2 ∈ I(A) şi I1 ⊆ I2, atunci I2 ∈ F ,
(top2) pentru I1, I2 ∈ F , avem I1 ∩ I2 ∈ F .

F -multiplicatorii vor fi utilizaţi ı̂n construcţia MTL− algebrei de localizare
AF relativ la topologia F .

Definim congruenţa θF pe A prin:

(x, y) ∈ θF ⇔ dacă există I ∈ F astfel ca e ∧ x = e ∧ y pentru orice e ∈ I ∩B(A).
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Un F− multiplicator este o funcţie f : I → A/θF , unde I ∈ F şi pentru orice x ∈ I
and e ∈ B(A) sunt satisfăcute următoarele axiome:

(mMTL1) f(e¯ x) = e/θF ∧ f(x) = e/θF ¯ f(x),
(mMTL2) x/θF ¯ (x/θF → f(x)) = f(x) .

Prin M(I,A/θF ) desemnăm mulţimea tuturor F− multiplicatorilor cu domeniul
I ∈ F şi

M(A/θF ) = ∪
I∈F

M(I,A/θF ).

Dacă I1, I2 ∈ F , I1 ⊆ I2 avem aplicaţia canonică ϕI1,I2 : M(I2, A/θF ) → M(I1, A/θF )
definită prin ϕI1,I2(f) = f|I1 pentru f ∈ M(I2, A/θF ).

Considerăm sistemul direct de mulţimi〈{M(I, A/θF )}I∈F , {ϕI1,I2}I1,I2∈F ,I1⊆I2

〉

şi notăm prin AF limita inductivă ı̂n categoria mulţimilor:

AF = lim−→
I∈F

M(I, A/θF ).

Pentru un F− multiplicator f : I → A/θF vom nota prin (̂I, f) clasa de
echivalenţă a lui f ı̂n AF .

Dacă fi : Ii → A/θF , i = 1, 2, sunt F− multiplicatori, atunci (̂I1, f1) = (̂I2, f2)
(̂ın AF ) dacă şi numai dacă există I ∈ F , I ⊆ I1 ∩ I2 astfel ı̂nĉıt f1|I = f2|I .

Fie fi : Ii → A/θF , (cu Ii ∈ F , i = 1, 2), F− multiplicatori. Considerăm
funcţiile f1 ∧ f2, f1 ∨ f2, f1 ¯ f2, f1 → f2 : I1 ∩ I2 → A/θF definite prin

(f1 ∧ f2)(x) = f1(x) ∧ f2(x), (f1 ∨ f2)(x) = f1(x) ∨ f2(x),

(f1 ¯ f2)(x) = f1(x)¯ [x/θF → f2(x)] mtl−c8= f2(x)¯ [x/θF → f1(x)],
(f1 → f2)(x) = x/θF ¯ [f1(x) → f2(x)],

pentru orice x ∈ I1 ∩ I2, şi fie

(̂I1, f1) f (̂I2, f2) = ̂(I1 ∩ I2, f1 ∧ f2), (̂I1, f1) g (̂I2, f2) = ̂(I1 ∩ I2, f1 ∨ f2),

(̂I1, f1)⊗ (̂I2, f2) = ̂(I1 ∩ I2, f1 ¯ f2), (̂I1, f1) 7−→ (̂I2, f2) = ̂(I1 ∩ I2, f1 → f2).

Astfel, (AF , f, g,⊗, 7−→,0 = (̂A,0),1 = (̂A,1)) devine o MTL-algebră numită
MTL− algebra de localizare a lui A relativ la topologia F .

Pentru a obţine MTL - algebra maximală de ĉıturi Q(A) ca o MTL -algebră de
localizare relativă la o topologie F vom dezvolta o nouă teorie a multiplicatorilor
(adăuĝınd două noi axiome F- multiplicatorilor pe care ı̂i vom numi F-multiplicatori
tari ).

Aceste două noi axiome sunt:
(mMTL3) Dacă e ∈ I ∩B(A), atunci f(e) ∈ B(A/θF ),
(mMTL4) (x/θF ) ∧ f(e) = (e/θF ) ∧ f(x), pentru orice e ∈ I ∩B(A) şi x ∈ I.

Analog cu cazul F− multiplicatorilor dacă lucrăm cu F− multiplicatori tari
obţinem o MTL− subalgebră a lui AF notată prin s−AF şi numită MTL− algebra
de localizare tare a lui A relativ la topologia F .

De asemenea, vom descrie MTL-algebra de localizare AF ı̂n anumite cazuri
speciale:

Dacă considerăm structura ÃLukasiewicz A = I = [0, 1] şi F topologia F(I) =
{I ′ ∈ I(A) : I ⊆ I ′} atunci AF nu este o algebră Boole.
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Pentru F = I(A) ∩ R(A), s − AF este exact MTL-algebra maximală de ĉıturi
Q(A) a lui A.

Dacă FS este topologia asociată unui sistem ∧− ı̂nchis S ⊆ A, atunci MTL-
algebra s−AFS

este izomorfă cu B(A[S]).





Capitolul 3 : Localizări de Pseudo MTL - algebre

În acest capitol, dezvoltăm - urmı̂nd modelul MTL -algebrelor - o teorie a lo-
calizării pentru pseudo MTL - algebre, generalizări necomutative ale acestora. Ideea
este de a generaliza pentru pseudo MTL− algebre noţiunile de MTL− algebră a
multiplicatorilor, MTL− algebră de fracţii şi MTL− algebră maximală de ĉıturi.
Structura, metodele şi tehnicile sunt analoage celor din Capitolul 2 (dar nu identice,
regulile de calcul fiind destul de dificile).

Reamintim că o pseudo MTL− algebră ([43]) este o algebră (A,∧,∨,¯,→,Ã
, 0, 1) de tipul (2, 2, 2, 2, 2, 0, 0) satisfăĉınd următoarele axiome:

(psMTL1) (A,∧,∨, 0, 1) este o latice mărginită relativ la ordinea ≤;
(psMTL2) (A,¯, 1) este monoid;
(psMTL3) x ¯ y ≤ z dacă şi numai dacă x ≤ y → z iff y ≤ x Ã z, pentru orice

x, y, z ∈ A;
(psMTL4) (x → y)∨ (y → x) = (x Ã y)∨ (y Ã x) = 1, pentru orice x, y ∈ A (pseudo-

preliniaritate).
Dacă A satisface numai axiomele psMTL1, psMTL2, psMTL3 atunci A se numeşte

latice pseudo reziduată. Dacă ı̂n plus pentru orice x, y ∈ A pseudo MTL algebra A
satisface şi axioma

(psMTL5) (x → y)¯x = x¯ (x Ã y) = x∧y (pseudo-divizibilitatea), atunci A devine
o pseudo BL- algebră.

O pseudo MTL- algebră A se numeşte comutativă dacă operaţia ¯ este comuta-
tivă. În acest caz operaţiile → şi Ã coincid, deci o pseudo-MTL algebră comutativă
este o MTL algebră.

În acest capitol prin A am notat universul unei pseudo MTL− algebre iar prin
C(A) = {x ∈ A : x ¯ (x Ã a) = (x → a) ¯ x, pentru orice a ≤ x, a ∈ A} (evident,
dacă A este o MTL− algebră sau o pseudo BL− algebră, atunci C(A) = A.)

De asemenea, vom nota prin I(A) = {I ⊆ A : dacă x, y ∈ A, x ≤ y şi y ∈ I,
atunci x ∈ I} şi prin I ′(A) = {I = J ∩ C(A), J ∈ I(A)}.

Deci, ı̂n cazul pseudo MTL− algebrelor vom ı̂nlocui I(A) prin I ′(A).
Dacă A este o MTL− algebră sau o pseudo BL− algebră, atunci I ′(A) = I(A)

este mulţimea idealelor ordonate ale lui A.
Rezultatele originale ale acestui capitol sunt conţinute ı̂n [62].
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Capitolul 4 : Probleme deschise şi noi direcţii de
cercetare

Acest capitol conţine ĉıteva probleme deschise din tematica tezei:
1. Caracterizarea MTL-algebrelor A cu proprietatea că Ds(A) este latice

Stone (respectiv, latice normală sau co-normală, MV algebră, LMn al-
gebră).

2. Problema unicităţii (p̂ınă la un izomorfism) a MTL-algebrei (pseudo MTL-
algebrei) maximale de ĉıturi Q(A) pentru o MTL-algebră A.

3. O construcţie non-standard a MTL-algebrei (pseudo MTL-algebrei) max-
imale de ĉıturi ca ı̂n cazul laticilor (vezi [90]).

4. Un studiu al localizării neutiliẑınd centrul boolean.
5. Translatarea anumitor proprietăţi ale sistemelor deductive ı̂n cazul idealelor

din inelele comutative.
şi noi direcţii de cercetare:

1. Dezvoltarea unei teorii a localizării pentru latici reziduate (̂ın cazul comu-
tativ şi necomutativ).

2. Un studiu al filtrelor pure şi al topologiei stabile pe o latice reziduată.
3. Obţinera unor descompuneri ortogonale pentru spaţiul filtrelor prime ale

unei latici reziduate.
4. Extinderea la cazul necomutativ a rezultatelor obţinute ı̂n [23].
5. Un studiu al filtrelor pure minimale ale unei latici reziduate.
6. Studiul structurii MTL algebrei de localizare pentru algebra Lindenbaum-

Tarski a logicii MTL şi reflecţia proprietăţilr logicii MTL ı̂n acestă struc-
tură algebrică.

7. Studiul pentru o MTL algebră A a diferitelor tipuri de sisteme deductive
ı̂n AF ı̂n conexiune cu cele din A.

8. Studiul rezultatelor obţinute ı̂n acestă teză ı̂n conexiune cu alte domenii
ca: topologia, logica, informatica, etc.
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[14] D. Buşneag, D. Piciu, Localization of MV-algebras and lu-group, Algebra Univers. 50 (2003),
359-380.
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[16] D. Buşneag, D. Piciu, On the lattice of deductive systems of a BL-algebra, Central European
Journal of Mathematics-CEJM 2 (2003), 221-237.
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