REZULTATE DE EXISTENTA SI
MULTIPLICITATE IN PROBLEME ELIPTICE
VARIATIONALE SI INEGALITATI
CVASIVARIATIONALE

CIULCU CLAUDIU

- rezumatul tezei de doctorat -

Conducator stiintific: Prof. Dr. CONSTANTIN P. NICULESCU



Cuvinte Cheie : inegalitati variationale, inegalititi cvasivariationale, inegalitati
hemivariationale, valori esentiale, valori proprii, valori critice, duble valori proprii,
probleme de contact, multiplicitate a solutiei, formulari variationale, formularea duala,
punct critic.

1. Asupra unei probleme de contact viscoelastic cu

frecare si uzura

In acest capitol consideram un model matematic pentru procesul de frecare bilaterala
intre un corp viscoelastic si o fundatie rigida. Ipoteza de lucru este aceea a teoriei
micilor deplasari. Presupunem ca avem un contact cu frecare in urma caruia rezulta
uzura suprafetei de contact, care este modelat printr-o versiune a legii lui Archard.
Vom analiza aici ambele cazuri, cel dinamic si cel cvasistatic, si vom deduce formulari
variationale pentru acest model. Apoi, vom demonstra rezultate de existenta si unici-
tate si vom studia dependenta continua a solutiei in raport cu parametrii legati de
viteza si de fundatie.

Capitolul este organizat dupa cum urmeaza. Sectiunea 1 este o introducere in
problematica acestui capitol si vom prezenta aici cateva consideratii generale asupra
acestuia. In Sectiunea 2, vom introduce cateva notatii si rezultate preliminare utilizate
in continuare. In Sectiunea 3, vom prezenta problema de contact cu frecare si vom
deriva formulari variationale, atat in cazul cvasistatic cat si in cazul dinamic. Aceste
formulari sunt urmatoarele

Problema P}. Gasiti campul deplasérilor w : [0,7] — V, si cAmpul tensiunilor
o :[0,T] — H astfel incat

(L.1) o(t) = Ae(u(t)) + Ge(u(t)) a.p.t.te (0,7),

12) (@(t), v)vrcy + (o (1), () + j(ul(t),v) = (F(t), v)vxy
' VYo eV, apt. te (0,T),

(L.3) u(0) = up, u(0)=wvy 1n L

Problema P, . Gasiti cAmpul deplasérilor w : [0,7] — V, si cAmpul tensiunilor



o :[0,7] — H astfel incat
(L4) o(t) = Ae(u(t)) + Ge(u(t)) a.p.t.te (0,7),

(U(t)7 EZ(’U))H + j(’u,(t), ’U) = <f(t)7 'U>V’><V

(15)
VoeV, apt.te (0,T),

(1.6) u(0) =up 1n

Apoi vom stabili principalele rezultate de existenta si unicitate, Teoremele 3.1 si
3.2. Demonstratia Teoremei 3.1 este data in Sectiunea 4. Ea se bazeaza pe teoria
ecuatiilor de evolutie cu operatori monotoni si se obtine printr-un argument de punct
fix, utilizand Teorema lui Banach. Demonstratia Teoremei 3.2 este data in Sectiunea
5 gi este o aplicatie a Teoremei Chauchy-Lipschitz, considerata in spatii Banach oare-
care. In cele din urma, in Sectiunea 6, vom studia dependenta solutiei, atunci cand
se fac perturbari ale conditiilor de contact pe frontiera, pentru ambele cazuri: cel
dinamic si cel cvasistatic, Teoremele 6.1 si 6.2 demonstrandu-se utilizand argumente
de tip Gronwall.

Rezultatele acestui capitol sunt bazate pe articolul [1], aparut in anul 2002, scris
in colaborare cu Thierry-Vincent Hoarau-Mantel si Mircea Sofonea.

2. O aplicatie a inegalitatilor cvasivariationale in
studiul unei probleme de contact cu frecare cu

complianta normala

Modelarea matematica a diferitelor clase de probleme fizice este legata de inegalitatile
variationale eliptice in care multimea constrangerilor sau functionala nediferentiabila
depind de solutia problemei care este, bineinteles, necunoscuta. Inegalitatile variatio-
nale asociate problemelor de acest tip sunt numite inegalitati cvasivariationale.

In acest capitol vom considera inegalitati cvasivariationale de forma
(IT.1) uweV, (Au,v—u)y +j(u,v) —jlu,u) > (fo—u)y YoeV,

unde V' este un spatiu Hilbert real si A este un operator tare monoton gi Lipschit
continuu pe V. In primele trei sectiuni vom prezenta un rezultat abstract de existenta
si unicitate obtinut de D. Motreanu gi M. Sofonea. Vom gasi conditii suficiente asupra
functionalei nediferentiabile j pentru a avea existenta, unicitatea si dependenta Lip-
schitz continua a solutiei in raport cu f. Anumite conditii sunt formulate in functie



de derivata directionala a lui j. Demonstratia rezultatului de existenta pentru (II.1)
se bazeaza pe un argument de punct fix si teoria gradului topologic.

In ultima parte a capitolului vom investiga un model pentru procesul de contact
cu frecare dintre un corp elastic, care se afla sub actiunea unor forte volumice si a unor
forte de tractiune , si o fundatie. Scopul principal al capitolului este prezentarea unor
rezultate de existenta si unicitate pentru inegalitati cvasivariationale, ce modeleaza
o problema concreta de contact cu frecare, precum si dependenta continua a solutiei,
rezultate pe care le-am obtinut in colaborare cu Motreanu si Sofonea in articolul [3].

Capitolul este structurat dupi cum urmeazi. In Sectiunea 2 vom prezenta proble-
ma abstracta, ipotezele si principalul rezultat de existenta si unicitate utilizat. In
Sectiunea 3 vom demonstra acest rezultat utilizand argumente de punct fix si grad
topologic, Teorema lui Schauder de punct fix si gradul toplogic Leroy-Schauder. In
continuare, Sectiunea 4 este dedicata prezentarii problemei mecanice si discutarii
conditiilor de contact cu frecare. In Sectiunea 5 vom prezenta notatiile, vom descrie
ipotezele problemei, derivam formulari variationale ale problemei gi vom formula prin-
cipalele rezultate, Teoremele 5.2-5.4. Formularile variationale sunt urmatoarele
Problema P,. Gasiti cimpul deplasdrilor w : Q@ — IR astfel incat

(IL.2) ucV, (Fle(u)),e(v) - s(u>))H +j(u,v) — j(u,w)

(f,v—u)y Yvev.

Problema P;. Gasiti campul tensiunilor o :  — Sq astfel incat

(I1.3) occDT)NYS(T(a)), (F'o),T—0)x>0 V7eX(T(o)).

Demonstratiile sunt stabilite in Sectiunea 6 gi sunt bazate pe rezultatul abstract
prezentat la inceputul capitolului. In sfargit, in Sectiunea 7 vom studia dependenta
solutiei slabe in raport cu coeficientul de frecare i vom demonstra un rezultat de
convergenta. Rezultatele originale ale acestui capitol sunt cuprinse in articolul [3],
aparut in anul 2001 si scris in colaborare cu D. Motreanu si M. Sofonea.

3. Multiplicitatea solutiei pentru o clasa de pro-
bleme de valori proprii pentru inegalitati hemiva-

riationale

In acest capitol studiem multiplicitatea solutiilor pentru o clasa de probleme de valori
proprii sub forma unei inegalitati hemivariationale nesimetrice. Mai precis aratam ca
numarul de solutii al problemei perturbate (P) devine din ce in ce mai mare cand

4



perturbarea tinde la zero. Acest rezultat a facut obiectul unui studiu pe care l-am
realizat in colaborare cu D. Motreanu si V. Radulescu in articolul [2], aparut in anul
2003.

Capitolul este structurat dupa cum urmeaza. In Sectiunea 2 vom prezenta princi-
palele notatii utilizate, problema perturbata si vom enunta rezultatul de existenta si
multiplicitate a solutiei din acest capitol, Teorema 2.1. Problema pe care o studiem
este urmatoarea

(u,\) e VxR
a(u,v) + /Q(jo(x,u(x);v(x)) + WO (z, u(z);v(2))) do + (p,v)y > Mu,v),

YoveV
[ull = 7.

(P)

Principalul rezultat este urmatoarea teorema

Teorema 2.1. Presupunem ipotezele (Aq) — (As) satisfacute. Atunci, pentru orice
n > 1, existd 6, > 0 astfel incat, daca ||h(-,0)| 1) < 6n, ||a2HLp/(p71>(Q) < bp, c< 9,
si ||ellve < 0n, atunci problema (P) admite cel putin n solutii distincte.

Sectiunea 3 este dedicata prezentarii unor rezultate auxiliare, utile in demon-
strarea Teoremei 2.1. In continuare, in cadrul Sectiunii 4, vom prezenta cateva
notiuni de Topologie Algebrica si doua rezultate prin care suntem gata sa demon-
stram in Sectiunea 5 teorema centrala de existenta si multiplicitate. Un element
de originalitate il constituie Propozitia 4.2, unde am utilizat notiuni de Topologie
Algebrica.

4. Rezultate de multiplicitate a solutiei pentru
probleme relativ la doua valori proprii

In acest capitol ne ocupam cu studiul unui nou tip de probleme de valori proprii
pentru inegalitatile hemivariationale, numite probleme de duble valori proprii care au
fost introduse de D. Motreanu si P.D. Panagiotopoulos. Gasim aici solutii multiple
pentru problema (P},a’b) si studiem efectul indus de o perturbare facuta in termenul
neneted si neconvex al inegalitatii hemivariationale considerate. Pentru a demonstra
rezultatele utilizam tehnici de tip Lusternik-Schnirelmann si rezultate demonstrate de
M. Degiovanni si S. Lancelotti gi V.D. Radulescu si P.D. Panagiotopoulos. Rezultatele
din acest capitol au facut obiectul unui articol publicat in colaborare cu T.-V. Hoarau-
Mantel [4].

Capitolul este structurat dupa cum urmeaza. In Sectiunea 1 sunt prezentate



principalele notatii, ipotezele de lucru si cele doua rezultate ce urmeaza a fi demon-
strate. Studiem urmatoarea problema de duble valori proprii : Gasiti u;,us € V si
A1, Ag € IR astfel incat

(a1 (ug,v1) + as(ug, v2) + C((ug, uz), vy, v2)+
+/ﬁumm—mmmm—wmmmz

(Prl,a,b) Q
> A (Byug, v1)y + Aa(Baug, ve)v, YV v1,v9 €V,
L a(Byug, u)y + b(Baus, uz)y = 12,

Sectiunea 2 este dedicata demonstrarii rezultatului de multiplicitate a solutiei pentru
problema (P!, ), Teorema 1.1.

Teorema 1.1. Presupunem ca ipotezele (Hy) — (Hy) sunt indeplinite. Atunci proble-
ma de duble valori proprii (P} , ) admite o infinitate de solutii {(gu,, guz,), (A}, A7)} C
St xR cu AL =a-\, $i \2 =b- )\, unde

)\n = 7“72 (al(u'}w u'}z) + CLQ(U%,U%) + <Zrlmgu;>v + <ZT217gu$L>V+

+me¢a%—@mmw)

pentru anumiti z¢ € V* si w, € LP/P~D(Q; IRN), satisfacand
2t e dfi(gut), i =1,2
$t
wp(z) € 0,j(x, g(uy, — u2)(x)) a.p.t. x€Q,
pentru oricen > 1 si g € G.

Sectiunea 3 prezinta o serie de rezultate ajutatoare, care permit, in conditiile date,

sd vedem problema (P?

2 ) ca o perturbare nesimetrica a celei initiale. Problema

perturbata este urmatoarea: Gasiti ui,us € V gi A, A2 € IR astfel incat
( ar(ur, v1) + ag(ug, v2) + C((ur, u2), v1, v2)+
+ [ 3 = wa)(a): (0 = w) @)+

(Plp)q @
N (= ) (@); (01 = 02) (@) dr + (@, v1)y + (B va)y =
> A (Biug, o)y + Aa(Baug, v2)y, YV vi,v5 €V,

a(Biuy, uy)y + b(Baug, us)y = 12,

Astfel o putem trata bazandu-ne si pe rezultatele obtinute in Sectiunea 2. In
ultima sectiune a acestui capitol vom demonstra cel de-al doilea rezultat de multi-
plicitate, Teorema 1.2, combinand rezultatele obtinute anterior.

Teorema 1.2. Presupunem ca ipotezele (Hy) — (Hg) sunt indeplinite. Atunci, pen-
tru orice n > 1, exista 9, > 0 astfel incat problema (Pﬁa’b) admaite cel putin n soluti
distincte, daca ||h(-,0)||zr < On, |01l < Ony ¢ < 0 s || Py < .

Rezultatele acestui capitol constituie generalizari ale unor rezultate demonstrate
anterior, pentru cazul problemelor de duble valori proprii.



5. Rezultate de multiplicitate a solutiei pentru o
problema rezonanta cu p-Laplacean

In acest capitol ne vom ocupa cu studiul unei probleme la limita rezonante cu p-
Laplacean. Vom obtine un rezultat de multiplicitate a solutiei, mai exact existenta a
doua solutii netriviale. Punctul de plecare in realizarea acestui studiu l-a reprezentat
un articol in care au fost obtinute rezultate similare pentru o problema semiliniara
cu Laplacean. Dificultatea in cazul nostru a reprezentat-o neliniaritatea operatorului
p-Laplacean, ceea ce a impus o intarire a ipotezelor asupra termenului Nemitski.
Metodele utilizate in obtinerea rezultatului sunt variationale, obtinandu-se existenta
solutiilor slabe ale problemei studiate. Functionala energetica asociata problemei nu
este coerciva, prin urmare existenta solutiilor nu se poate face urmand calea clasica.

Capitolul este structurat dupa cum urmeaza. In Sectiunea 1 este prezentat cadrul
problemei ce urmeaza a fi studiata, precum si principalele rezultate, Teoremele 1.1 si
1.2. Studiem existenta a doua solutii netriviale pentru problema eliptica neliniara

— — p—2 ~
(V.1) { Apu = AplulP~?u + g(w,u) in Q

u=0 ped,

unde Ayu = div(|Vu|P~2Vu) , (1 < p < o00), iar Ay, este prima valoare proprie a
operatorului p-Laplacean. Principalele rezultate sunt urmatoarele teoreme

Teorema 1.1. Presupunem indeplinite conditiile (V'1.3)-(V'1.6) i ca

pentru orice {u,} C WyP(Q) cu |ju,|| — oo avem

(V.2)
/lim sup G(x, u,(z))dz < 0.

Q

Atunci problema (V.1) are o solutie netriviald u € Wy ().

Teorema 1.2. Presupunem indeplinite condititle Teoremei 1.1 si in plus

)\W - )\lp

(V.3) G(z,s) < s’ VselR, ap.t x €

Atunci problema (V.1) are inca o solutie netriviala.

Sectiunea 2 este dedicata detalierii principalelor consecinte ce decurg din ipotezele
considerate, justificandu-se astfel alegerea facuta asupra metodei de lucru utilizate.



In continuare se demonstreazi in Sectiunea 3 cele doua teoreme enuntate ante-
rior. In ultima sectiune prezentam cateva rezultate auxiliare ce au fost utilizate
in demonstratiile Teoremelor 1.1 si 1.2. Rezultatele acestui capitol fac obiectul unui
studiu pe care il efectuez in prezent, aflat in faza de finalizare.
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