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1. INTRODUCERE

I. Originea fizica a problemei. In aceasta lucrare ne propunem sa studiem ecuatiile de tip

Hamilton-Jacobi cu viscozitate care au urmatoarea forma:

ou .
(VH.J) i Au=alVul’ in (0,+00) x Q,
u(0) = uo in Q.

cu conditie la limita de tip Dirichlet omogena:
(D) u=0 pe (0,400) x 01,

sau Neumann omogena:

ou
(N) B = 0 pe (0,400) x ON.

Domeniul © este un deschis mirginit din RV cu frontiera 0 suficient de netedd. Pentru
x € 09, notam cu v(z) versorul normalei exterioare la frontiera 92 in punctul z. Parametri
a,p verifica a € R,a # 0, p > 0, iar conditia initiald g este o masura Radon marginita pe €2,

sau o functie masurabild in spatiul Lebesgue L7(£2), ¢ > 1, sau o functie continua pe Q.

Ecuatiile de tip (V HJ) prezinta un mare interes atat matematic cat si fizic. Pe de o
parte, aceste ecuatii reprezinta cel mai simplu model de problema parabolica neliniara in care
neliniaritatea depinde numai de derivata de ordinul intai a solutiei. Pe de alta parte aceste
ecuatii intervin In teoria controlului stocastic si determinist cat si in teoria marilor deviatii
probabiliste (a se vedea [3, 13, 14, 16]). Mai exact, dacd notam cu P-(t, z) probabilitatea ca un
proces de difuzie care pleaca din x la momentul ¢ cu un coeficient de difuzie € > 0, sa ramana
in domeniul marginit Q € RV pans la momentul 7' > 0, atunci P.(t, ) satisface o anumiti

ecuatie parabolica liniard in [0, 7] x © cu conditia la limita:
P.(t,x) =0, pentru (t,x) €[0,7] x 0Q si P.(T,x) =1 pentru z € Q.

Teoria marilor deviatii probabiliste se ocupa cu studiul comportamentului functiei P: in

vecinatatea originii 0 cand ¢ tinde la 0. O solutie la acesta problema este sa definim:
ue = —¢log P..

< e . L . . 1 :
Daca spre exemplu procesul de difuzie este migcarea Browniana de intensitate (2¢2), atunci

ue verificad urmatoarea ecuatie:

85;5 —eAu. = [Vu > in (0, +00) x Q,
U = +00 pe (0,400) x 09,
us(T) =0 in

Acest model corespunde ecuatiilor (VHJ) cu condictie la limita de tip Dirichlet omogena.
Conditia la limita de tip Neumann este specifica proceselor de difuzie cu traiectorie reflectata

la frontiera.

Aceste ecuatii mai intervin in teoria fizica a cregterilor suprafetelor, cregteri generate de
o serie de mecanisme cum ar fi de exemplu depunerea balistica. O imagine simpla a acestui

mecanism este aceea a unor particule care se migca in directia unei suprafete si care se ataseaza



unele de altele in mod aleatoriu. Acest punct de vedere este propriu procesului de evaporare sau
depunere a filmelor subtiri de aluminiu sau de metale rare. Un punct de plecare in descrierea

acestui mecanism este ecuatia urmatoare:

(KPZy) ?9? = yAR 4+ A|Vh|? + 1.

Acest model descrie cregterea suprafetei fata de un plan de referinta care, la randul lui, se poate
deplasa cu viteza constanta. In ecuatia de mai sus h reprezinta inaltimea suprafetei in raport
cu planul, iar ¢ reprezinta timpul. Primul termen din partea dreapta a ecuatei este termenul
de difuzie, iar v poate fi interpretat ca fiind tensiunea de suprafata. Al doilea termen este
generat de procesul de crestere, unde constanta A\ este o masura a ratei de depunere. In final,
ultimul termen este produs de o forta stocastica de scurtd memorie si medie nula. In forma
lui cea mai simpla 7 reprezinta zgomotul alb. Modelul de mai sus a fost propus pentru prima
oara de catre Kardar, Parisi si Zhang [19], si este cunoscut sub numele de ecuatia (K PZ).
Luand in considerare gi alte efecte de crestere a suprafetei J.Krug-H.Spohn, [20] au extins
modelul (KPZ) la:
oh
(KPZy) Bt = yAh + AV + 1.
Pentru p > 0 luand orice valoare pozitiva, (K PZ3) reprezinta ecuatia K PZ generalizata. In

particular, fara termenul 7 este cunoscuta sub numele de ecuatia K PZ determinista.

II. O scurta prezentare bibliografica. In acest paragraf ne propunem sa rezumam princi-
palele contributii aduse in studiul ecuatiilor de tip (VHJ) sau a altor probleme asemanatoare.

In spatiul RV, problema Cauchy a fost intens studiati. L.Amour-M.Ben-Artzi [2] si M. Ben-
Artzi [4] au demostrat existenta globala a solutiilor clasice ale problemei Cauchy (V H.J) pentru
p > 1 si conditie initiald pp € C?(RY), marginita impreuns cu derivatele de ordinul unu si doi.
Apoi, B.Gilding-M.Guedda-R.Kersner [18] au extins aceste rezultate la g € C(RV)NL>®(RY)
si p > 0. Pentru conditjie initial# 1o mai putin neteda, mai exact, daca g € LY(RY),1 < ¢ < oo
sau o masura Radon marginita, M.Ben-Artzi-Ph. Souplet-F.B.Weissler in [6] si S.Benachour-
Ph.Laurengot in [10] au stabilit cateva rezultate de existenta si unicitate a solutiilor slabe
pentru problema (V HJ), in functie de paramentrul a € R, a # 0 si exponentul p > 1. In afara
de existenta si unicitatea solutiilor pntru problema Cauchy, S. Benachour-Ph. Laurengot-D.
Schmitt in [8], S. Benachour-Ph. Laurengot-D. Schmitt-Ph. Souplet in [9], B. Gilding-M.
Guedda-R. Kersner in [18], M.Ben-Artzi-H.Koch in [5] i Ph.Laurencot-Ph.Souplet in [21] sau
preocupat si de comportamentul asimptotic al solutiilor.

Pe domenii marginite @ C R, problema (VH.J) cu conditie la limita de tip Dirichlet
omogena (D) sau Neumann omogena (N) a fost destul de putin analizata. Putem mentiona
aici lucrarea lui N. Alaa [1], care a demonstrat existenta si unicitatea solutiilor ”mild” pentru
conditie initiald o masurd Radon marginita si p € [1, %—ﬁ) O alta contributie importanta este
studiul lui M.G.Crandall-P.L.Lions-P.E.Souganidis [11]. Folosind teoria semigrupurilor care
pastreaza monotonia, autorii au demonstrat existenta unei margini universale pentru solutiile
pozitive ale problemei Cauchy-Dirichlet pentru p > 1, a < 0 si po o functie continua si pozitiva

care se anuleaza la frontiera (Teorema 2.1, p.172 in [11]). In final, citdm articolul lui [24], care



a demonstrat explozia in timp finit a solutiilor pentru a > 0, p > 2 gi conditie initiala ”suficient

de mare”.

2. REZULTATELE PRINCIPALE

Lucrarea de fata isi propune sa continue studiul problemelor Cauchy-Dirichlet [(VHJ) +
(D)] si Cauchy-Neumann [(VHJ) + (N)], incercand sa clarifice anumite intrebari precum
existenta solutiilor slabe, unicitatea, regularitatea si comportamentul asimptotic al solutiilor
cand ¢ tinde la +o00. Un interes particular a fost acordat problemei (V HJ) cu conditie initiala
mai putin neteda. In cele ce urmeazi M;(Q) reprezinta spatiul masurilor Radon marginite.
Notam cu (e'®);<o si (S(t))¢>0 semigrupul de contractie in L9(Q2), ¢ > 1 asociat ecuatiei caldurii
cu conditie la limita de tip Dirichlet omogena sau Neumann omogena (a se vedea [23]). Dupa
cum se poate vedea in [7] si [12] acest semigrup poate fi extins, in mod natural, la spatiul

masurilor Radon marginite.

I. Problema Cauchy-Dirichlet pentru ecuatia Hamilton-Jacobi cu viscozitate. Sa
introducem mai intai doua notiuni de solutii slabe pentru problema [(VHJ) + (D)] cand
p € (0,00) sia € R a#0.

Definitie I.1. Fie ug € My(2). O solutie slaba a problemei [(VHJ) + (D)] este o functie
u € C((0,00); LY(Q)) N LY(0,T; WOM(Q)) astfel incat |VulP € LY (Qr) pentru orice T > 0 si

care verifica:

?;; — Au=a|Vul? in D'(Qr),

) (2.1)
u(t) T Ho slab in My(S2).

Definitie 1.2. Fie pg € Mp(Q2). O solutie "mild” a problemei [(VHJ) 4 (D)] este o functie
u € C((0,00); LY(Q)) N LY(0,T; Woll(Q)) astfel incat |VulP € LY(Qr) pentru orice T > 0 si

care verificd:

t
u(t) = ey + a / et =)B | VulP(s) ds. (2.2)
0

Cele doua definitii de mai sus sunt echivalente, astfel orice solutie "mild” va fi numita

solutie slaba. Putem acum enunta rezultatele principale ale primului capitol.

In prima teorema consideram cazul 0 < p < 1. Din céte cunoastem acest caz nu a mai fost

analizat inainte pe domenii marginite.

Teorema I.1. Fiea € R, a # 0, ugp € My(2) s 0 < p < 1. Atunci problema [(VHJ) + (D)]
admite cel putin o solutie slaba. In plus, aceasta solutie este unica in urmdatoarele cazuri:

a) Daca 0<p< NLH §i o € Myp(Q),

b) Dacd Niﬂgp<l si o € LI(Q) cuq>%.

Demonstatia este structurata in patru etape. Mai intai folosind teorema de punct fix a

lui Schauder aratam existenta unei solutii locale, apoi dam un rezultat de regularitate, care



ne permite sa extindem apoi solutia locala la o solutie globala in timp, iar in ultima parte

demonstram unicitatea solutiei in cele doua cazuri de mai sus.

N+2
N+1°

[2, 6, 10, 18]) precum si pe domenii marginite cu conditie la limita de tip Dirichlet omogena

(1, 11)).

Teorema I.2. Fiea € R, a #0, o € Mp(Q) sil <p < %—ﬁ Atunci problema [(VHJ)+(D)]

Urmatorul caz, 1 < p < a fost intens studiat pe intreg spatiul RV (a se vedea

admite o unica solutie slaba.

Demonstratia urmeaza aceleasi etape ca in teorema precedenta. Din faptul ca £ — [£|P este
o functie local lipschitziana pentru p > 1, obtinem unicitatea solutei. Apoi existenta solutiilor
locale este o consecinta a teoremei de punct fix a lui Banach.

Continuam studiul in cazul sub-quadratic si dam cateva conditii suficiente pentru conditia
initiala care sa asigure existenta solutiiloor slabe pentru problema [(VHJ) + (D)]. Notam cu:
N(p—1)

2—p
un exponent critic (care apare deasemenea si in ([6], p. 343), ([10], p. 2013) si ([11], p. 189)

qc =

si observam ca:

S e s N2
e = P=NT1

Avem urmatorul rezultat:

Teorema 1.3. Fie a € R,a # 0 si %—ﬁ < p < 2. Dacd py € LI, unde q > q., atunci

problema [(VHJ) + (D)] admite o solutie slaba v € C([0,T]; L4(2)) N LP(0,T; Wol’pq(Q)),

VT >0.In plus aceasta solutie este unica in spatiul de mai sus.

In cazul a < 0 pentru a obtine existenta globala a solutiilor avem nevoie de ipoteze mai

putin restrictive.

Teorema I.4. Fie a < 0, %—ﬁ <p<2sipg € LY(N) astefl incat po > 0. Atunci existd cel
putin o functie u € C([0,+00); L' () solu c tie slabd a problemei [(VH.J) + (D)].
N+2
N+1
initiala in Mp(£2). Semnalam ca in [10] gasim un rezultat analog pebtru problema Cauchy in

tot spatiul R,

Urmatoarea teorema este un rezultat de inexistenta a solutiilor pentru p > si conditie

N+2
N+1°

pentru pig = Moy, problema [(VHJ) + (D)] nu admite nici o solutie slaba.

Teorema 1.5. Fiea <0, p > T>0,z0€QsiM >0 o constantd pozitivia. Atunci,

In cele din urm# analizim cazul super-quadratic p > 2. Din Teorema 7.10 in [17] stim
cd, dacd pp € CL(Q) atunci problema [(V HJ) + (D)] admite o unica solutie clasicd maximala
u € COUL[0, T*) x Q) NCH2(Qr+) unde T* € (0, +00] este timpul maxim de existenta al solutiei

u. In plus daca T™ < oo, atunci:

lim sup (|u(t, )| + |Vu(t, x)|) = co. 2.3
Jim sup (Ju(t, )|+ Vu(t.)) (23)



Drept consecinta a ultimei observatii, solutia v raméane uniform marginita, dar, cu toate astea

nu poate fi globala deoarece:

lim sup |Vu(t,z)| = +oc.
t/T* pe ‘ ( )’

In acest caz spunem ca are loc ”explozia in timp finit a gradientului”.
Pentru a > 0, p > 2 si po € CL(2), in [24], P. Souplet a demonstrat ci ”"explozia in timp
finit a gradientului” are loc pentru conditii initiale pg suficient de mari. Sa remarcam ca acest
fenomen nu are loc pentru problema Cauchy in RY.

In cele ce urmeazi ardtdm ci in cazul problemei Hamilton-Jacobi cu absortie avem existenta

globala a solutiei.

Teoremd 1.6. Fie p > 2 si a < 0. Dacd conditia initiald verificd pg € C(Q) cu po > 0,

atunci solutia mazimald u a problemei [(VHJ) + (D)] este o solufie globala.

Ultimul rezultat este o generalizare a Teoremei 1.6 la conditii initiale mai putin netede. Ca

in [6] introducem spatiul:

L}r,approx = {/1’0 € L}F(Q)’ 3(”8)”? ’U,g € C&(ﬁ)v 0< Ug / :U’O}'

Teorema L.7. Fie p > 2 si a < 0. Pentru orice po € L .., problema [(VHJ) 4 (D)]

admite cel putin o solutie slaba globala uw astfel incat , pentru orice T' > 0:

u € C([0,T); LY(Q)) N LP(0,T; WEP(Q)),

2—1: —Au=a|lVu? in  D(Qr), (2.4)
u(0) = o n Q.

II. Problema Cauchy-Neumann pentru ecuatia Hamilton-Jacobi cu viscozitate. In
acest capitol incercam sa raspundem la aceleasi tip de intrebari ca in capitolul precedent, dar
pentru problema [(VH.J)+(N)]. Astfel obtinem existenta, unicitatea si regularitatea solutiilor
in functie de conditia initiala g, exponentul p si semnul parametrului a.

Rezumam pe scurt rezultatele Capitolului II:

i) Pentru a € R,a # 0, 0 < p < &2 i o o misurii Radon mirginit, folosind teoreme
N+1
de punct fix, aratam c& problema [(VHJ) + (N)] admite cel putin o solutie slaba,

in plus daca 1 < p < %ﬁ atunci aceasta solutie este unica. Pe de alta parte daca
%—ﬁ < p < 2 obtinem existenta i unicitatea solutiilor pentru conditia initiala g in
spatiul Lebesgue L(Q), ¢ > q. = %;1).

(74) Pentru a < 0 si %—_ﬁ < p < 2 aratam ca problema [(VHJ) + (N)] admite cel putin o

solutie slaba pentru pg € LY(Q2), po > 0.
(ii7) In cele din urma, in cazul a € R,a # 0, p > %—ﬁ si o = 0z, ( masa Dirac In zg € 2 ),

aratam ca [(VHJ) + (N)] nu admite solutii slabe.

ITII. Comportamentul asimptotic pentru problema Cauchy-Dirichlet. Notiunea de
solutie slaba este cea introdusa in Capitolul I. In functie de parametrul a si de exponentul p

distingem urmatoarele cazuri:



Teorema III.1. Fiea < 0, p € (0,1) si up € M;’(Q) o mdsurd Radon mdrginitd. Atunci,
pentru orice solufie slaba uw a problemei [(VHJ) + (D)] exista T* > 0 astfel incat:

u(t,z) =0 pentru orice (t,z) € (T, +00) x €. (2.1)

9%

Aceastd proprietate este numita “extinctia in timp finit a soluliei problemei [(VHJ) + (D)]”.

In demonstratia acestei teoreme sunt folosite rezultatele obtinute in [8, 9, 18] asupra com-
portamentului asimptotic al solutiei problemei Cauchy in RV . intr—adevér, pentru a < 0, daca
prelungim cu 0 in afara domeniului 2 conditia initiala g, atunci solutia problemei Cauchy este
o super-solutie pentru problema Cauchy-Dirichlet. Cum solutia problemei Cauchy se anuleaza
in timp finit deducem extinctia in timp finit a solu ctiei problemei [(VHJ) + (D)].

Urmatoarea teorema descrie comportamentul asimptotic al solutiilor problemei [(VHJ) +
(D)] pentrua < 0sip > 1.

Teorema II1.2. Fiea < 0, p > 1 si pg € L*(Q), w0 > 0. Atunci orice solutie slabd u a
problemei [(VHJ) + (D)] converge uniform la 0 cind t — oo.

Acest rezultat este o consecinti a faptului c& solutia ecuatiei caldurii €'y cu conditiei
initiald po, este o super-solutie a problemei [(VH.J) 4+ (D)]. In plus, rezultate clasice ale
ecuatiei caldurii cu conditie la limita de tip Dirichlet omogena (a se vedea Lema 3, p. 25 in

[23]) afirma ca:
[ o] so < C(1 + t*%)e*)‘tHuOHh pentru orice ¢ € (0, +00),

unde A este prima valoare proprie a laplacianului in €2. Astfel deducem ca solutia slaba u a
problemei [(V HJ) + (D)] verifica:

lu(t)]|o < C(1 —}-t*%)e*)‘tHuoHl, pentru orice ¢ € (0,+00). (2.2)

ceea ce da rata de descrestere a solutiei u. In particular, u converge uniform la 0 cand ¢t — oo.

Continuam studiul asupra comportamentului asimptotic in cazul a > 0, p € [1,2).

Teorema IIL.3. Fic a € Ra # 0, p € (1,2) si g € Co(2). Atunci solutia globald u a
problemei [(VHJ) + (D)] converge la 0, uniform in Q, cand t — oco.

Demonstratia acestei teoreme foloseste pe de o parte Principiul de Invarianta a lui LaSalle,
iar pe de alta parte existenta unei functii Liapunov stricte ceea ce face ca traiectoriile sa
conveargi citre solutiile stationare ale problemei [(V HJ) 4 (D)]. In plus acest rezultat poate

fi generalizat pentru conditii initiale mai putin netede ca in Teoremele 1.2 si 1.3.

IV. Comportamentul asimptotic al solutiilor problemei Cauchy-Neumann. In ul-
timul capitol revenim la problema [(VHJ) + (N)] pentru £ un deschis marginit si convex si
obtinem un rezultat de existenta si unicitate a solutiilor pentru conditie initiald continua in €.
Apoi studiem comportamentul asimptotic al solutiilor in functie de exponentul p. Aceste rezul-
tate se bazeaza pe niste estimari remarcabile ale gradientului solutiei problemei [(VHJ)+ ()],

obtinute cu ajutorul tehnicii Bernstein.



In final considerdam problema la limita urmatoare:
Ou
S
Ev 0 pe (0,+00) x 0 (2.1)

u(0) = 400 in D;
u(0) =0 in Q\D;

—Au+|VulP =0 in Q x (0,+00);

unde p € (1, +00), Q si D sunt doi deschigi marginiti astfel incat D C D C Q si € este convex.
Aceasta problema provine din teoria marilor deviatii probabiliste a proceselor de difuzie.
Inainte de a enunta rezultatele principale avem nevoie sa introducem urmatoarea notatie.

Fie u o functie in C'(Qs). Pentru orice ¢ > 0 notam cu:

M(t) = maxu(t, x) (2.2)
€S
si
m(t) = min u(t, z), (2.3)
e

Teorema IV.1. Consideram a € Rya # 0, p > 0 si up € C(Q), unde Q este un deschis

marginit §i convex. Atunci, problema [(VHJ)+ (N)] admite o solufie unica:
u € C(@Qr) N CH2EQ )
pentru orice T >0 gi 7 € (0,T). In plus:

t — M(t) este o functie descrescatoare pe R, (2.4)
t — m(t) este o functie crescatoare pe R, (2.5)
1\ 1/2
IVu(t)|loo < <2> (M(s) —m(s))(t — s)*% pentru orice t > s > 0, (2.6)

iar pentru p # 1

1/p
IVu(t)|loo < (W) (M(s) —m(s))"P(t — s) 7P pentru orice t > s> 0.  (2.7)

Pentru demonstratie folosim technica Bernstein. Aceasta metoda poate fi gasita in [10, 11,
18] si [22], unde sunt obtinute inegalitatii similare cu (2.6) si (2.7) pentru problema Cauchy
in RV,

In urmatoarea parte ne propunem sa continuam analiza proprietatiilor calitative ale solutiilor
problemei [(VHJ)+ (N)] pentru a < 0, p > 1 si conditie initiala uo o functie continua si pozi-
tiva. Astfel, demostram existenta unei margini universale pentru gradientul solutiei, estimatie

care va fi folosita pentru demonstrarea Teoremei IV .4.

Teoremd IV.2. Fie Q un deschis mdrginit si conver, a < 0 sip > 1. Fie ug € CT(Q) si u
unica solutie a problemei [(VHJ)+(N)] data de Teorema IV.1. Atunciu satisface urmatoarea
estimatie:

(Va2 ()|oo < Clp, ) o |77/ N EH=N/2r, (2.8)
st

IVa= D2 (1) oo < [al 7P

—_ 1)e-1)/p
=¥ 1; t=1/p, (2.9)



Urmatorul rezultat descrie comportamentul asimptotic al solutiilor problemei [(VH.J) +

(N)] in functie de exponentul p.

Teorema IV.3. Fiea € R,a #0, p > 0 si Q un domeniu mdrginit si convex. Fie pg € C(Q)
si w solutia problemei [(VHJ) + (N)] corespunzatoare conditiei initiale pip.

i) Daca p € (0,1), atunci are loc extinctia in timp finit a gradientului solutiei u, cu alte

cuvinte, exista T* € [0,4+00) i ¢ € R astfel incat:
u(t,z) = ¢ pentru orice t > T* gi x € Q,

ii) Dacd p € [1,+00), atunci u(t,-) converge uniform in Q cdtre o constantd, atunci cdnd

t — 00.

Demonstratia Teoremei IV.3 urmeaza aceleasi idei ca in [9]. In lucrarea citatd mai sus,
autorii au analizat comportamentul asimptotic al solutiilor pentru problema Cauchy in RV si
pentru conditie initiald o functie periodica. Argumentul cheie al demonstratiei sunt cele doua
inegalitati (2.6) si (2.7) din Teorema IV.3, in plus aceste rezultate pot fi extinse pentru conditii
initiale mai putin netede, ca in Capitolul II.

Ultima parte este consacratd studiului problemei (2.1) a carei origine provine din teoria
marilor deviatii probabiliste. Amintim ca aceiasi problema cu conditie la limita de tip Dirichlet

a fost deja analizata in [11] pentru p > 1 gi a < 0. Introducem mai intai urmatoarea definitie:

Definitie IV.1. O solutie slaba a problemei (2.1) este o functie pozitiva u € CI’Z(QT,T) care
satisface pentru orice 0 < 7 < T < oo:

u — Au+ |VulP =0 in Qrr,
du (2.10)

% =0 pe 1—‘T,T)

si conditie initiala:

1i\rr(1) u(t,+) = 0 uniform pe orice compact din Q\ D (2.11)
t
li\rr(l) u(t,-) = 400 uniform pe orice compact din D. (2.12)

Teoremi IV.4. Fiep € (1,2) 5i Q, D doi deschisi din RN cu frontiera netedd astfel incdt

este convez §i D C Q. Atunci problema (2.1) admite o unicd solutie in sensul Definitiei IV.1.

Demonstratia existentei folosegte proprietatile semigrupului care pastreaza monotonia, pro-
prietati care sunt prezentate pe larg in [11]. Convexitatea lui Q joaca un rol esential, deoarece

pentru demonstratie avem nevoie de estimarile asupra gradientului obtinute in Teorema IV.2.
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